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1. LE PRODUIT (G
1 .1. DefinitionÂ
Les groupes et les ensembles consideres ici sont supposes finis. Si G estÂ Â Â
un groupe, soit G-ens la categorie des G-ensembles, i.e., des ensemblesÂ
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dotes d'une action du groupe G. Cette categorie est l'une des plus simplesÂ Â
parmi les categories de representations du groupe G.Â Â
Si H est un autre groupe, il est naturel d'etudier les foncteurs de G-ensÂ
dans H-ens pour en deduire certaines ressemblances entre G et H. Je meÂ
restreindrai ici aux foncteurs F de G-ens dans H-ens possedant les deuxÂ
proprietes suivantes:Â Â
1. Le foncteur F commute aux reunions disjointes: si X et Y sontÂ
deux G-ensembles, soient i et i les injections de X et Y dans laX Y
reunion disjointe X @Y. L'hypothese est alors que l'applicationÂ Á
 .  .  .  .  .F i @ F i de F X @ F Y dans F X @Y est une bijection, quelsX Y
que soient X et Y.








est un diagramme cartesien i.e., si T est la limite projective du systemeÂ Á
.forme par Y, Z et X , alors le diagrammeÂ
 .F g 6
F T F Y .  .
6
 . . F aF d
6  .F b 6
F XF Z  . .
est un diagramme cartesien.Â
Ces conditions expriment aussi le fait que F commute avec certaines
limites inductives et projectives finies. Elles apparaissent naturellement
lorsque l'on cherche quels foncteurs de G-ens dans H-ens produisent par
composition des foncteurs entre les categories de foncteurs de MackeyÂ
correspondantes.
Il est possible de classifier completement les foncteurs de G-ens dansÁ
H-ens possedant ces deux proprietes: ils sont associes a un ensemble AÂ Â Â Â Á
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muni d'une double action, ou H-ensemble-G le groupe H agit a gauche,Á
le groupe G agit a droite, et ces deux actions commutent au sens ouÁ Á
 .  . .h ? a ? g s h ? a ? g pour tout g g G, a g A, h g H . Alors si K est un
troisieme groupe, la composition des foncteurs induit un produit sur lesÁ
ensembles munis d'une double action, defini de la facËon suivante:Â
Soient G, H, K trois groupes. Soit A un H-ensemble-G, et B un
 .  .K-ensemble-H. Si b g B resp. a g A , je note H resp. H son stabilisa-b a
 .  .teur a droite resp. a gauche dans H, et b ? H ou bH resp. H ? a ou HaÁ Á
 .son orbite par H. Je note aussi BrH resp. H _ A l'ensemble des orbites
de H.
 .Le groupe H agit a droite sur l'ensemble des couples b, a tels queÁ
 .  y1 .H ? a : a ? G par b, a ? h s b ? h, h ? a : en effet si H ? a : a ? G,b b
alors
H ? hy1 ? a s hy1 ? Hh ? hy1 ? a s hy1 ? H ? a : hy1a ? G.b?h b b
Je pose alors
B( A s b , a g B = A N H ? a : a ? G rH . 4 .H b
C'est un K-ensemble-G par
k ? b , a H ? g s k ? b , a ? g H . .  .
En effet si H ? a : a ? G, alorsb
H ? a ? g s H ? a ? g : a ? Gg s a ? G s a ? g ? G.k?b b
Cette construction est fonctorielle en A: si f est un morphisme de
H-ensembles-G de A dans A9, soit B( f l'application definie parÂH
B( f b , a H s b , f a H . .  .  . .  .H
C'est une application de B( A dans B( A9: si H ? a : a ? G, alorsH H b
H ? f a s f H ? a : f a ? G s f a ? G. .  .  .  .b b
En particulier, si A est un H-ensemble-G, je lui associe un foncteur A(G
}de G-ens dans H-ens, defini ainsi: si X est un G-ensemble, ou G-en-Â
 4  4semble- 1 , alors je peux construire A( X, qui est un H-ensemble- 1 , ouG
H-ensemble. De meme, si f est un morphisme du G-ensemble X dans leÃ
G-ensemble Y, alors A( f est un morphisme du H-ensemble A( XG G
dans le H-ensemble A( Y.G
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Remarque. Comme l'orbite a droite de x g X par le groupe trivial estÁ
reduite a x, l'ensemble A( X n'est autre que le quotient de l'ensembleÂ Á G
 .des couples a, x g A = X tels que G : G par l'action de G.a x
1.2. Classification de foncteurs
Avec ces definitions, je peux enoncer plus precisement les considera-Â Â Â Â Â
tions precedentes:Â Â
 .THEOREME 1. Soient G et H des groupes finis , et F un foncteur deÂ Á
 .  .G-ens dans H-ens possedant les proprietes 1 et 2 . Alors il existe unÂ ÂÂ
H-ensemble-G unique E , tel que F soit isomorphe au foncteur E ( ].F F G
In¨ersement, si A est un H-ensemble-G, alors le foncteur A( ] de G-ensG
 .  .dans H-ens possede les proprietes 1 et 2 .Á ÂÂ
Je demontrerai d'abord la seconde assertion.Â
1.2.1. La seconde assertion
Elle est facile a verifier: soit A un H-ensemble-G. Il est clair que leÁ Â







est un diagramme cartesien, je dois montrer que le diagrammeÂ
A( gG 6
A( T A( YG G
6
A( aA( d GG
6 A( bG 6
A( XA( Z GG
 .  .l'est aussi. Or si a, y g A( Y et b, z g A( Z sont tels queG G
A( a a, y s A( b b , z dans A( X .  . .  .G G G
  ..   ..alors a, a y s b, b z dans A( X, et il existe g g G tel que ag sG
y1  .  y1 .  .b et g a y s a g y s b z . Alors il existe t g T unique tel que
y1  .  .  .g y s g t et z s d t . L'element b, t est dans A( T : en effet, si x gÂ Â G
 .G est tel que b ? x s b, alors comme b, z g A( Z, j'ai aussi x ? z s z,G
FONCTEURS ENTRE CATEGORIES DE G-ENSEMBLESÂ 741
 .  . gdonc d x ? t s d t . D'autre part, j'ai aussi a ? gx s a ? g, soit a ? x s a,
 . g y1 y1et comme a, y g A( Y, j'ai aussi x ? y s y, ou encore x ? g y s g y,G
 .  .  .soit g x ? t s g t . L'unicite de t impose alors x ? t s t, et b, t g A( T.Â G
De plus, j'ai bien
A( g b , t s b , g t s ag , gy1 y s a, y .  .  . .  .  .G
et
A( d b , t s b , d t s b , z . .  .  . .  .G
 .  ..  ..Inversement, si b9, t9 g A( T est tel que A( g b9, t9 s A( g b, tG G G
 ..  ..et A( d b9, t9 s A( d b, t , alors il existe s et s9 dans G tels queG G
b9 s bs, sy1g t s g t9 , b9 s bs9, s9y1d t s d t9 . .  .  .  .
y1  .Alors posant u s ss9 , j'ai bu s b et s s us9. Comme b, t g A( T , j'aiG
aussi ut s t, et alors
d t s d ut s ud t s ud s9t9 s d us9t9 s d st9 . .  .  .  .  .  .
 .  .  .  y1 .  .Comme g t s g st9 , j'ai donc t s st9, et b9, t9 s bs, s t s b, t , et
le diagramme ci-dessus est cartesien.Â
1.2.2. Reduction au cas transitifÂ
Notation. Je noterai pt l'ensemble reduit a un element, sur lequel GÂ Á Â Â
 .opere trivialement . Je suppose donne un foncteur F de G-ens dansÁ Â
 .  .  .H-ens possedant les proprietes 1 et 2 . Alors F pt est un H-ensemble,Â Â Â
et je vais me ramener au cas ou il est transitif.Á
Soient F et F des foncteurs de G-ens dans H-ens. Je peux definir leurÂ1 2
reunion disjointe F s F @ F en posant pour tous G-ensembles X et YÂ 1 2
et tout morphisme f de X dans Y
F X s F X @ F X .  .  .1 2
F f s F f @ F f . .  .  .1 2
 .  .Il est alors facile de voir que si F et F possedent les proprietes 1 et 2 ,Á Â Â1 2
il en est de meme de F.Ã
Ceci etant, si X est un G-ensemble, il existe un unique morphisme pÂ X
 .de X dans pt. Alors si v est une orbite de H sur F pt , et X un
 .  .  .G-ensemble, soit F X l'image reciproque de v dans F X par F p .Âv X
 .  .  . .L'ensemble F X est un sous-H-ensemble de F X , car si F p u g v,v X
 . .  . .alors h ? F p u s F p h ? u g v. De plus, si Y est un G-ensemble,X X
 .et f un morphisme de X dans Y, alors puisque p ? f s p , j'ai F p ?Y X Y
 .  .  .  ..  .F f s F p , et F f F X : F Y .X v v
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 .  .  .En notant F f la restriction de F f a F X , je definis un foncteurÁ Âv v
F de G-ens dans H-ens, et le foncteur F est reunion disjointe desÂv
 .foncteurs F , lorsque v decrit H _ F pt . Si je montre que F possede lesÂ Áv v
 .  .  .proprietes 1 et 2 , je pourrai alors supposer que F pt est un H-ensem-Â Â
ble transitif.
Soient donc X et Y des G-ensembles. Les injections i et i de X et YX Y
 .  .dans X @Y sont telles que F i @ F i est une bijection deX Y
 .  .  .  .F X @ F Y dans F X @Y . La propriete 1 pour les F resulte alorsÂ Â Âv
du fait que dans le diagramme
6
F X @ F Y .  . F X @ F Y@ @  .  .v vv v
6
6 6
F X @YF X @Y  . .@ vv
les fleches horizontales et la fleche verticale de droite sont des bijections.Á Á
Il en est donc de meme de la fleche de gauche.Ã Á
 .La propriete 2 resulte quant a elle du fait que dans le diagrammeÂ Â Â Á
 .F g 6
F T F Y .  .
6
 . . F aF d
6  .F b 6
F XF Z  . .
 .  .  .  .si x g F X : F X , si y g F Y et z g F Z sont tels quev
F a y s F b z s x .  .  .  .
 . .  . .  . .alors F p x s F p y s F p z g v, donc que x, y et z sontX Y Z
 .  .  .dans F X , F Y , et F Z , respectivement. De plus il existe alorsv v v
 .  . .  . .t g F T unique tel que y s F g t et z s F d t . Le meme raison-Ã
 .nement montre que t g F T , et que le diagrammev
 .F gv 6
F T F Y .  .v v
6
 . . F aF d vv
6  .F bv 6
F XF Z  . . vv
est cartesien.Â
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1.2.3. Sous-groupes minimaux
 .  .  .  .Si F GrG s F pt est vide, l'existence du morphisme F p de F XX
 .  .dans F pt prouve que F X est vide pour tout X, et dans ce cas F est
isomorphe a B( ].Á G
 .Je peux donc supposer que F pt est un H-ensemble transitif non-vide,
donc isomorphe a HrL, pour un sous-groupe L convenable de H. DansÁ
ces conditions, un sous-groupe minimal pour F sera par definition unÂ
 .sous-groupe K de G minimal tel que F GrK / B.
Si X est un G-ensemble, et K un sous-groupe de G, alors l'ensemble
des homomorphismes de G-ensembles de GrK dans X s'identifie aÁ
l'ensemble X K des points fixes de K sur X, par l'application qui a x g X KÁ
associe le morphisme m defini parÂx
m yK s yx . .x
En particulier, l'ensemble des endomorphismes de GrK s'identifie aÁ
 .  .N K rK. Si n g N K , je noterai aussi m l'endomorphisme de GrKG G n
 . Kqui s'en deduit. Alors pour n g N K et x g X , j'aiÂ G
m yK s ynx s m ynK s m m yK .  .  .n x x x n
c'est-a-direÁ
m s m m .n x x n
K  .En particulier, si x g X , le couple x, K est un point fixe de K sur
l'ensemble X = GrK, et j'ai une application m de GrK dans X = x, K .
GrK, definie parÂ
m yK s yx , yK . .  . x , K .
Avec ces notations:
 .LEMME 1. Soient G et H des groupes, et F un foncteur non-¨ ide de
 .  .  .G-ens dans H-ens possedant les proprietes 1 et 2 , tel que F pt soit unÂ ÂÂ
H-ensemble transitif. Soit K un sous-groupe minimal pour F, et X un
K  .  .G-ensemble. Alors l'application f de X = F GrK dans F X = GrKX
definie parÂ
f x , u s F m u .  .  . .X  x , K .
est un isomorphisme de H-ensembles, l'action de H sur X K etant tri¨ iale.Â
Pour prouver ce lemme, je remarque que les foncteurs X ¬ X K =
 .  .F GrK et X ¬ F X = GrK commutent aux reunions disjointes si FÂ
SERGE BOUC744
 .possede la propriete 1 , et il suffit donc de supposer que X est unÁ Â Â
G-ensemble transitif, de la forme GrK9, pour un sous-groupe K 9 de G.
Dans ces conditions, j'ai un isomorphisme
GrK9 = GrK f Gr K l xK 9 .@
xgK_GrK 9
 .defini de droite a gauche par les applicationsÂ Á
m x K 9 , K .
x x 6y K l K 9 g Gr K l K 9 yxK 9, yK g GrK9 = GrK . .  .  .
 De plus, comme K est minimal pour le foncteur F, l'ensemble F Gr K l
x .. xK 9 est vide si K ­ K 9, i.e., si xK 9 n'est pas un point fixe de K sur
GrK9. L'image par F de l'isomorphisme ci-dessus est alors l'isomorphisme
 .  .  .K  .K K@ F m de @ F GrK f GrK9 = F GrKx g G r K 9.  x K 9, K . x g G r K 9.
 .dans F GrK9 = GrK . D'ou le lemme.Á
 .Comme F possede la propriete 2 , l'image par F du diagrammeÁ Â Â
cartesienÂ





est le diagramme cartesienÂ
 .F p2 6
F X = GrK F GrK .  .
6
 . . F pF p Gr K1
6  .F pX 6
F ptF X  . .
K  .  .  .L'application l de X = F GrK dans F X composee de F p avecÂ 1
l'isomorphisme f du lemme ci-dessus est donnee parÂX
l x , u s F p F m u s F p m u .  .  .  .  .  . .  .1  x , K . 1  x , K .
et de plus
p m yK s p yx , yK s yx s m yK .  .  .1  x , K . 1 x
ce qui prouve que
l x , u s F m u . .  .  . . x
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K  .  .  .L'application m de X = F GrK dans F GrK composee de F p avecÂ 2
l'isomorphisme f est donnee parÂX
m x , u s F p F m u s F p m u .  .  .  .  . .  .2  x , K . 2  x , K .
et
p m yK s p yx , yK s yK .  .2  x , K . 2
donc
m x , u s F Id u s u .  .  . .
et m n'est autre que la seconde projection.
J'en deduis le diagramme cartesienÂ Â
mK 6X = F GrK F GrK .  .
6
 .F pl Gr K
6  .F pX 6
F ptF X  . .
K  .  .Alors X = F GrK s'identifie a l'ensemble des couples a, b gÁ
 .  .  . .  . .F GrK = F X tels que F p a s F p b . Cette remarque per-G r K X
met le calcul du cardinal
y1 y1KX = F GrK s F p w F p w . .  .  .  .  . X G r K
 .wgF pt
<  .y1 . < <  .y1 . <  .De plus F p w et F p w sont independants de w g F ptÂX G r K
 .car ils sont invariants par H qui est transitif sur F pt . Donc pour
 .w g F pt , j'ai
y1 y1KX = F GrK s F pt F p w F p w . .  .  .  .  .  .X G r K
De plus
y1F GrK s F pt F p w .  .  .  .G r K
y1et F X s F pt F p w . .  .  .  .X
Il en resulte queÂ
F X F GrK .  .
K< <X F GrK s .
F pt .
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 .et comme F GrK est non-vide par hypothese, il vientÁ
K< <F X s X F pt . .  .
Cette egalite entraõne en particulier que le groupe K est unique aÂ Â Ã Á
conjugaison pres par G: en effet, si K 9 est un sous-groupe tel queÁ
 .  .KF GrK9 / B, alors GrK9 / B, et K : K 9.G
1.2.4. Existence de EF
Exprimant a present le fait que le diagramme precedent est cartesien,Á Â Â Â Â
K  .j'en deduis que l'application l = m de X = F GrK dans l'ensemble desÂ
 .  .  .  . .  . .couples ¨ , u g F X = F GrK tels que F p ¨ s F p u estX G r K
bijective.
 .  . K  .En particulier si x, u et x9, u9 sont deux couples de X = F GrK
qui ont meme image par l et m, ils sont egaux. Donc siÃ Â
F m u , u s F m u9 , u9 .  .  .  . .  .x x 9
 . .alors u s u9 et x s x9. Ceci revient a dire que l'application x ¬ F m uÁ x
K  .  .est une injection de X dans F X , ce pour tout u g F GrK .
 .  .  .  . .De meme, si ¨ , u g F X = F GrK est tel que F p ¨ sÃ X
 . .  . K  .  . .F p u , alors il existe x, w g X = F GrK tel que ¨ s F m wG r K x
K  . .et u s w, c'est-a-dire qu'il existe x g X tel que ¨ s F m u .Á x
 .Soit alors u g F GrK fixe etÂ
L s h , n g H = N K N hu s F m u . 4 .  .  .  .u G n
 .  .L'ensemble L est un sous-groupe de H = G: en effet si h, n et h9, n9u
sont dans L , alorsu
h9hu s h9F m u s F m h9u s F m F m u s F m u . .  .  .  .  .  .  .  .  .n n n n9 n9n
 .Je peux alors considerer H = G rL comme un H-ensemble-G, et definirÂ Âu
 .  .une application u de H = G rL ( X dans F X de la facËon sui-X u G
 . .  .  .vante: l'element h, g L , x de H = G rL ( X est egal a h, 1 L ?Â Â Â Áu u G u
y1 .  . y1 .  .g , x s h, 1 L , g x . Ce dernier est dans H = G rL ( X siu u G
y1  .g x est invariant par le stabilisateur de h, 1 L dans G. Ce stabilisateuru
est egal aÂ Á
k L s g g G N 1, g g L . 4 .  .2 u u
 .  . .  . .Mais 1, g g L si et seulement si F m u s u s F m u . Commeu g 1
 .K  .  . .l'application qui a g g GrK s N K rK associe F m u est injec-Á G g
 .tive, il en resulte que g s 1 dans N K rK, i.e., que g g K. DoncÂ G
 .k L s K.2 u
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 . .  . y1Alors h, g L , x est dans H = G rL ( X si et seulement si g xu u G
est dans X K. Je peux alors considerer le morphisme m y1 de GrK dansÂ g x
X et poser
u h , g L , x s hF m y1 u . .  .  . . .X u g x
Je dois verifier d'abord que cette application est bien definie: si g 9 g G,Â Â
alors
u h , g L g 9y1 , g 9x s u h , g 9g L , g 9x s ??? .  . . . . .X u X u
s hF m y1 u s hF m y1 u . .  .  .  . g 9g . g 9 x g x
 .De meme, si l, n g L , alorsÃ u
hlF m y1 u s hF m y1 y1 lu .  .  .  . g n. x n g x
s hF m y1 F m y1 lu .  .  .g x n
s hF m y1 F m y1 F m u .  .  .  .g x n n
s hF m y1 u . .  .g x
 . .L'application u est injective, car si deux elements h, g L , x etÂ ÂX u
 . .  .h9, g 9 L , x9 de H = G rL ( X ont meme image par u , je peuxÃu u G X
supposer g s g 9 s 1, et alors
hF m u s h9F m u . .  .  .  .x x 9
 .En prenant l'image par F p , il en resulte queÂX
F p hu s F p h9u . .  .  .  .G r K G r K
 .K  .  . .Alors il existe n g GrK s N K rK tel que h9u s F m hu , ce quiG n
 y1 .  .  . y1 .revient a dire que h h9, n g L . Alors h, 1 L s h, 1 h h9, n L sÁ u u u
 .  .h9, n L et dans H = G rL ( X,u u G
h , 1 L , x s h9, 1 L , ny1 x . .  . .  .u u
 . .  . .  . .  . .y1 y1Alors j'ai h9F m u s h9F m u , donc F m u s F m ux 9 n x x 9 n x
y1  . .et x9 s n x puisque l'application x ¬ F m u est injective. Il s'ensuitx
 .  . .  . .que dans H = G rL ( X, j'ai h, 1 L , x s h9, 1 L , x9 , et u estu G u u X
injective.
Pour demontrer qu'elle est surjective, il suffit alors de montrer que lesÂ
 .  .ensembles H = G rL ( X et F X ont meme cardinal, ce qui resulteraÃ Âu G
du lemme suivant.
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LEMME 2. Soient G et H des groupes, et L un sous-groupe de H = G. Si
k 2L.  .X est un G-ensemble, alors X a une structure naturelle de p L -ensem-1
 . H k 2L.ble, et H = G rL( X s'identifie a Ind X .ÁG p L.1
En particulier, ce lemme entraõne queÃ
K< <H = G rL ( X s H : p L X .  .u G 1 u
<  . < <  . < < K <et comme F X s F pt X , il suffit pour prouver le lemme 1 de
<  . < w  .x  .montrer que F pt s H : p L . Or si h g p L , alors il existe n g1 u 1 u
 .  . .  .N K rK tel que hu s F m u , et en prenant l'image par F p il enG n G r K
 . .  . .  .resulte que hF p u s F p u . Donc p L est contenu dans leÂ G r K G r K 1 u
 . .  .stabilisateur H, de l'element r s F p u g F pt .Â Â G r K
 . .  . .Inversement, si hr s r, alors F p hu s F p u et il existeG r K G r K
 .K  .  . .  .n g GrK s N K rK tel que hu s F m u , donc tel que h, n gG n
 .  .L . Donc p L s H , et Hrp L s'identifie a HrH , c'est-a-dire aÁ Á Áu 1 u r 1 u r
 .F pt , ce qui prouve que u est une bijection.X
 .Pour prouver le lemme 2, je definis d'abord une action de p L surÂ 1
k 2L.  .  .l'ensemble X : si p g p L , alors il existe q g G tel que p, q g L.1
Un tel q est bien defini modulo multiplication a droite par un element deÂ Á Â Â
 . k 2L.k L . Je pose alors pour x g X2
p ? x s qx
et cette egalite definit l'action cherchee.Â Â Â Â
H k 2L.  .  .L'application a de Ind X dans H = G rL( X qui a h, xÁp L. G1
 . .  .associe h, 1 L, x est alors bien definie, car si p g p L , il existe q g GÂ 1
 .tel que p, q g L, et alors
hpy1 , 1 L, p ? x s hpy1 , 1 L, qx s hpy1 , 1 Lq , x .  .  . .  .  .
s hpy1 , qy1 L, x s h , 1 L, x . . . . .
 . H k 2L.Inversement, l'application b de H = G rL( X dans Ind X quiG p L.1
 . .  .  . .a h, 1 L, x associe h, x est egalement bien definie, car si h, 1 L, x sÁ Â Â
 . .  .  . y1h9, 1 L, x9 , il existe g g G tel que x9 s gx et h9, 1 L s h, 1 Lg , i.e.,
 y1 . H k 2L.h9 h, g g L. Alors dans Ind X , j'aip L.1
h9, x9 s h9, gx s h9, h9y1 h ? x s h9h9y1 h , x s h , x . .  .  .  .  .
Il est alors clair que a et b sont des bijections inverses l'une de l'autre,
et qu'elles sont compatibles avec l'action de H, ce qui prouve le lemme 2.
L'application u est une bijection pour tout X, qui est clairement unX
morphisme de H-ensembles. Je dispose ainsi pour tout G-ensemble X
 .  .d'un isomorphisme de H-ensembles de H = G rL ( X dans F X . Cesu G
isomorphismes sont en fait fonctoriels en X, et definissent un isomor-Â
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 .phisme de foncteurs de H = G rL ( ] sur F: en effet, si Y est unu G
G-ensemble, et f un morphisme de X dans Y. Je dois montrer que
 .  .F f u s u H = GrL ( f. OrX Y u G
F f u h , g L , x s F f hF m y1 u s hF fm y1 u . .  .  .  .  .  . .  . .X u g x g x
De plus
fm y1 yK s f ygy1 x s ygy1 f x s m y1 yK .  .  . .g x g f  x .
donc fm y1 s m y1 etg x g f  x .
F f u h , g L , x s hF m y1 u s u h , g L, f x .  .  .  .  .  . . . .X u g f  x . Y
ce qu'il fallait demontrer.Â
 .Ainsi tout foncteur F de G-ens dans H-ens ayant les proprietes 1 etÂ Â
 .2 est la reunion disjointe de foncteurs de la forme E ( ] pour v g H _Â v G
 .F pt . Mais comme la reunion disjointe des foncteurs A( ] et B( ] estÂ G G
 .le foncteur A@ B ( ], il existe un H-ensemble-G que je note E telG F
que F soit isomorphe a E ( ].Á F G
1.2.5. Unicite de EÂ F
Pour demontrer l'unicite d'un tel ensemble E , il suffit d'indiquer unÂ Â F
procede qui en fonction du foncteur F isomorphe a A( ] redonne AÂ Â Á G
comme H-ensemble-G a isomorphisme pres.Á Á
 .Je commence par decomposer l'ensemble F pt en ses orbites v sousÂ
l'action de H. Pour chaque orbite v, je choisis un sous-groupe K de Gv
 .  ..minimal parmi les sous-groupes K de G tels que v : F p F GrK .G r K
Un tel sous-groupe est un sous-groupe minimal pour le foncteur F , doncv
K est bien determine a conjugaison pres par G.Â Â Á Áv
 .  .Je choisis ensuite u dans F GrK , qui s'envoie dans v par F p .v v G r K
Je pose enfin
L s h , n g H = N K N hu s F m u . 4 .  .  .  .v G v v n v
A conjugaison pres par H = G, le groupe L ne depend pas des choix deÁ Âv
K et u : si je change K en K g , j'ai l'isomorphisme m : xK ¬ xgK g dev v v v g v v
g  .  .  g .GrK sur GrK , donc l'isomorphisme F m de F GrK sur F GrK .v v g v v
 g .  .gAlors si l'element ¨ g F GrK s'envoie dans v par F p , je peuxÂ Â v v G r Kv
 . .  .  . .ecrire ¨ s F m u 9 , pour u 9 g F GrK . Alors F p u 9 etÂ v g v v v G r K vv
 . .F p u sont dans v, et il existe h g H tel queG r K v 0v
h F p u s F p h u s F p u 9 . .  .  .  .  .  .0 G r K v G r K 0 v G r K vv v v
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 .Alors il existe n g N K tel que0 G
u 9 s F m h u . .  .v n 0 v0
 g .  g .Par suite, si h, n g H = N K est tel queG v
h¨ s F m g ¨ .  .v n v
j'ai
hF m F m h u s F m g F m F m h u .  .  .  .  .  .  .g n 0 v n g n 0 v0 0
ou encore
hh0 F m m u s F m g m m u .  .  .  .g n v n g n v0 0
ce qui donne
hh0 u s F m y1 m g u s F m g y1 u s F mn u .  .  .  .  .  .0v n g . n g n v n g n n g . v n v0 0 0 0
 h0 n0 .donc h , n g L .v
Le groupe L est donc bien determine a conjugaison pres, et leÂ Â Á Áv
H-ensemble-G
B s H = G rL .@ v
 .vgH_F pt
ne depend que de F a isomorphisme pres.Â Á Á
Si F9 est un autre foncteur, et u un isomorphisme de F sur F9, alors
l'ensemble B9 obtenu par la construction precedente pour F9 est isomor-Â Â
phe comme H-ensemble-G a B: en effet, l'application u est alors unÁ pt
 .  .isomorphisme de H-ensembles de F pt sur F9 pt , et je peux identifier
 .  .les ensembles d'orbites H _ F pt et H _ F9 pt .
Pour faire la construction pour F9 et l'orbite v, je peux alors choisir
 .  .  . .K 9 s K et u 9 s u u . Si h, n g L 9, j'ai hu 9 s F9 m u 9 ,v v v G r K v v v n vv
soit
hu u s F9 m u u .  .  .G r K v n G r K vv v
et donc
hu s uy1 F9 m u u s F m u .  .  .  .v G r K n G r K v n vv v
ce qui montre que LX s L .v v
Il me reste a voir que si F est le foncteur A( ], alors la constructionÁ G
precedente redonne A comme H-ensemble-G. Je peux pour cela supposerÂ Â
 .que A est de la forme H = G rL, donc qu'il y a une seule orbite
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 .  .  .v s H = G rL( pt s Hrp L . Comme H = G rL( X est non-videG 1 G
k 2L.  .si et seulement si X est non-vide, je vois que K s K s k L . Alorsv 2
 . .  .si u s 1, 1 L, K , si h g H et n g N K , j'aiv G
hu s h , 1 L, K et F m u s 1, 1 L, nK . .  .  .  . .  .v n v
 .Donc h, n g L si et seulement siv
h , 1 L, K s 1, 1 L, nK , .  . .  .
 . y1  .  .i.e., s'il existe g g G tel que h, 1 Lg s h, g L s 1, 1 L et gK s nK.
 .  .  . y1 . y1  .Alors h, g g L et h, n s h, g 1, g n g L car g n g K s k L .2
 .Donc L : L. Inversement, si h, n g L, alorsv
h , 1 L, K s h , n Ln , K s 1, 1 L, nK .  .  . .  .  .
et L : L , ce qui prouve le resultat annonce, et termine la demonstrationÂ Â Âv
du theoreme 1.Â Á
1.3. Le foncteur identiteÂ
Soit Id Le foncteur identite de G-ens dans G-ens. Ce foncteur possedeÂ Á
 .  .  .evidemment les proprietes 1 et 2 . Comme Id pt s pt, il y a une seuleÂ Â Â
 .orbite v. Comme Id GrK s GrK est non-vide pour tout K, le groupe
 .trivial est minimal pour Id. De plus Id Gr1 est l'ensemble G sur lequel G
 .agit a gauche. Je peux prendre u s u s 1 g G. Alors h, n g L s L siÁ v v
 .et seulement si h, n g G = G et h ? 1 s n ? 1. Le groupe L est donc la
diagonale de G = G, et l'ensemble E est l'ensemble G sur lequel GId
opere a gauche et a droite. Il est d'ailleurs trivial de verifier directementÁ Á Á Â
que si A est un H-ensemble-G, alors A( G f A et H( A f A commeG H
H-ensembles-G.
1.4. Associati¨ iteÂ
Il est clair d'autre part que si F et F9 sont des foncteurs possedant lesÂ
 .  .proprietes 1 et 2 , et s'ils sont composables, alors le foncteur composeÂ Â Â
possede aussi ces proprietes. La proposition suivante montre queÁ Â Â
E ( E ( ] s E ( E ( ] .  .F G F 9 G9 F G F 9 G9
et l'ensemble E associe a F ( F9 est donc egal a E ( E .Â Á Â ÁF ( F 9 F G F 9
PROPOSITION 1. Soient G, H, K et L des groupes. Soit A un H-ensemble-
G, soit B un K-ensemble-H, et C un L-ensemble-K. Alors
C( B( A f C( B ( A .  .K H K H
comme L-ensembles-G.
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Si b g B et a g A, et si Ha : aG, je noterai b( a la classe du coupleb H
 .b, a dans B( A.H
 .  .Soit alors c( b( a g C( B( A . Alors pour tout k g K tel queK H K H
 .  .ck s c, il existe g g G tel que k b( a s b( a g. Donc il existe h g HH H
tel que kb s bh et a s hy1ag.
Donc
;k g K , ck s c « 'g g G, h g H tels que kb s bh , ha s ag .
En particulier, pour tout k tel que ck s c, il existe h g H tel que
kb s bh, et je peux parler de c( b g C( B.K K
 .De plus si h g H est tel que c( b h s c( b, alors il existe k g K telK K
que ck s c et ky1 bh s b.
Mais comme ck s c, il existe h9 g H et g g G tels que bh9 s kb et
h9a s ag. Alors h s'ecrit h s a h9, avec a g H. DoncÂ b
ha s a h9a s a ag : aG
car a a g aG, puisque a g H et b( a g B( A. Ce raisonnementb H H
 .  .prouve que Ha : aG, et je peux parler de c( b ( a g C( B ( A.c( b K H K HK
 .Il est clair que cet element ne depend que de c( b( a . J'ai ainsi definiÂ Â Â ÂK H
 .  .  .une application c( b( a ¬ c( b ( a de C( B( A dansK H K H K H
 .C( B ( A.K H
 .  .Inversement, si c( b ( a g C( B ( A, alors pour tout h tel queK H K H
 .c( b h s c( b, il existe g g G tel que ha s ag. Donc pour tout h telK K
qu'il existe k g K avec ck s c et ky1 bh s b, il existe un tel g :
;h g H , 'k g K , ck s c, bh s kb « 'g g G ha s ag .
Mais si h g H est tel que bh s b, alors il existe k g K tel que ck s c et
bh s kb, par exemple k s 1. Donc il existe g g G tel que ha s ag, et je
peux parler de b( a g B( A.H H
De plus, si k g K est tel que ck s c, alors comme c( b g C( B, ilK K
existe h g H tel que kb s bh. Cet element h est qu'il existe k g K avecÂ Â
ck s c et kb s bh. Donc il existe g g G tel que ha s ag. Alors
k b( a s kb( a s bh( a s b( ha s b( ag s b( a g .  .H H H H H H
 .  .ce qui prouve que c( b( a g C( B( A , et il est clair que cetK H K H
 .  .element ne depend que de c( b ( a. D'ou une application c( b (Â Â Â ÁK H K H
 .  .  .a ¬ c( b( a de C( B ( A dans C( B( A .K H K H K H
Les deux applications ainsi construites sont de facËon evidente desÂ
bijections inverses l'une de l'autre. La proposition en decoule.Â
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1.5. Calcul des produits
 .   ..Notation. Si L un sous-groupe de G = H, je note p L resp. p L1 2
 .  .   .. sa projection sur G resp. H , et k L resp. k L le groupe p L l1 2 1
  4..    4 ...G = 1 resp. p L l 1 = H .2
Soient G, H, et K des groupes. Si B est un K-ensemble-H et A un
H-ensemble-G, le produit B( A est un sous-ensemble du produit B =H H
A, quotient de B = A par l'action de H. Si B est libre a droite i.e., siÁ
 4 . H s 1 pour tout b g B , ou si A est transitif a droite i.e., si G estÁb
.transitif sur A , alors la condition H ? a : a ? G est realisee, et dans ce casÂ Âb
B( A s B = A.H H
Si L est un sous-groupe de K = H et M un sous-groupe de H = G, je
vais calculer le produit
P s K = H rL ( H = G rM . .  . .  .H
 .  .Soit e s k, h L( h9, g M g P. Je peux ecrireÂH
e s k 1, 1 L( hy1 h9, 1 Mgy1 . .  .H
Chaque orbite de P sous l'action de K = G admet donc un representantÂ
 .  .de la forme 1, 1 L( h, 1 M, pour h g H convenable. Un autre elementÂ ÂH
 .  .1, 1 L( h9, 1 M de ce type est dans la meme orbite si il existe k g K,ÃH
g g G et x g H tels que
k , x L, xh , g M s 1, 1 L, h9, 1 M .  .  .  . .  .
 .  .  y1 . y1donc k, x g L, et x g p L . De meme, h9 xh, g g M, et h9 xh gÃ2
 .  .  .p M , donc h g p L h9p L . Inversement, si h s'ecrit xh9y, avec x gÂ1 2 1
 .  .  .p L et y g p M , il existe k g K tel que k, x g L et g g G tel que2 1
 .y, g g M, et alors
1, 1 L( h , 1 M s 1, 1 L( xh9y , 1 M s ??? .  .  .  .H H
s k , x L( x h9, 1 y , g M .  .  .H
s k 1, 1 ( h9, 1 Mgy1 . .  .H
Je peux donc indexer les orbites de K = G par des doubles classes
 .  .  .  .p L hp M . Le stabilisateur dans K = G de l'element 1, 1 L( h, 1 MÂ Â2 1 H
 .est l'ensemble des couples k, g tels que
k 1, 1 L( h , 1 Mgy1 s k , 1 L( h , g M s 1, 1 L( h , 1 M . .  .  .  .  .  .H H H
 .  .  .Cela signifie qu'il existe x g H tel que k, x L s 1, 1 L et xh, g M s
 .  .  h .  .h, 1 M, ou encore k, x g L et x , g g M, c'est a dire k, g gÁ
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L) h, 1.M. Les considerations ci dessus montrent queÂ
K = H rL = H = G rM .  . .  .H
s K = G r L) h , 1.M . .  .
 .  .hgp L _Hrp M2 1
 .  .De plus l'element 1, 1 L( h, 1 M est dans P si et seulement siÂ Â H
H ? h , 1 M : h , 1 M ? G. .  .1, 1.L
 .  .  .  .Or 1, 1 L ? x s 1, 1 L si et seulement si x g k L . Donc si x g k L , il2 2
 .  .doit exister g g G tel que xh, 1 M s h, g M, ce qui revient a dire queÁ
h  .  .h  .x g p M . Je dois donc avoir k L : p M , et finalement le produit1 2 1
P s'ecritÂ
 .PROPOSITION 2 Formule de Mackey . Soient G, H et K des groupes. Si
L est un sous-groupe de K = H et M un sous-groupe de H = G, alors
K = H rL ( H = G rM .  . .  .H
s K = G r L) h , 1.M . .  .
 .  .hgp L _Hrp M2 1
h .  .k L :p M2 1
2. L'ANNEAU DE GROTHENDIECK
 .Soit G un groupe, et G G le groupe de Grothendieck des G-ensembles-
 .G, les relations etant donnees par les reunions disjointes. Alors G G peutÂ Â Â
etre muni d'une structure d'anneau, la multiplication etant donnee par leÃ Â Â
produit ( .G
 .2.1. Un sous-anneau de G G
 .Soient X et M des sous-groupes de G tels que X : N M . Je poseG
D s a, b N a g X , aby1 g M . 4 .X , M
 .  .C'est un sous-groupe de G: en effet, si a, b et a9, b9 sont dans D ,X , M
alors
aa9b9y1 by1 s a a9b9y1 ? aby1 .
est un element de M si X normalise M.Â Â
De plus, la premiere projection de D est egale a X, car elle estÁ Â ÁX , M
contenue dans X, et d'autre part la diagonale de X est contenue dans
 .D . Il est clair de meme que k D s X l M.ÃX , M 1 X , M
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De meme, la seconde projection de D est egale a X ? M, etÃ Â ÁX , M
 .k D s M.2 X , M
Je pose alors
t s G = G rD .X , M X , M
 .  .et je note T G le sous-module de G G engendre par les elements t .Â Â Â X , M
 .Remarque. L'element t ne depend de X, M qu'a conjugaisonÂ Â Â ÁX , M
pres: si x g G, j'ai t s t x x.Á X , M X , M
 .  .Le lemme suivant montre que T G est en fait un sous-anneau de G G .
 .  .LEMME 3. Soient X, M et Y, N des couples de sous-groupes de G,
 .  . xtels que X : N M et Y : N N . Alors, pour tout x g G tel que M : Y,G G
le groupe X l x Y normalise le groupe M ? xN, et
t ( t s t x x .X , M G Y , N X l Y , M? N
xgX_GrY
xM :Y
La premiere assertion est claire car X l x Y normalise M et xN, doncÁ
x x  x .M ? N, qui est un sous-groupe de G car M : Y : N N .G
Je peux alors utiliser la formule de Mackey
t ( t s G = G r D )  x , 1.D . .  .X , M G Y , N X , M Y , N
xgXM_GrY
xM :Y
De plus, si M x : Y, alors XMxY s Xx ? M x ? Y s XxY, et je peux sommer
sur x dans X _ GrY. D'autre part
D )  x , 1.D s a, b N 'c, a g X , acy1 g M , c x g Y , c x ? by1 g N . 4 .X , M Y , N
 x . xDans ces conditions, l'element a est dans X l M ? Y s X l Y, carÂ Â
x  x .y1  y1 .  x .y1 . xM : Y, et a ? b s ac c b g M ? N. Inversement, si a g
x  x .y1 x  x .y1 xX l Y, et a ? b g M ? N, alors je peux ecrire a ? b s m ? n,Â
y1 x . xpour m g M et n g N. Posant alors c s m a s nb , j'ai bien c g Y
car a g x Y et M : x Y. De plus a ? cy1 s m g M, et c x ? my1 s n g N. Il
en resulte queÂ
D )  x , 1.D s D x xX , M Y , N X l Y , M? N
ce qui prouve la formule annoncee.Â
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2.2. Des idempotents orthogonaux
2.2.1. Projecteurs dans l’anneau de Burnside
w xDans BO1 , j'introduisais des projecteurs dans l'anneau de Burnside du
groupe G, associes a des familles F de sous-groupes de G ayant lesÂ Á
proprietes suivantes:Â Â
1. La famille F est stable par conjugaison par G.
2. La famille F est stable par produit, i.e., si H et K sont dans F, et
 .si H : N K , alors H ? K g F.G
3. La famille F contient le groupe trivial.
Le projecteur associe au sous-groupe P g F, que je noterai ici p G, etaitÂ ÂP
defini parÂ
p G X s IndG m P , Q ? X Q .  .P N P , Q. FG
QgF
Q=P
 .Q mod N PG
 .ou m P, Q designait l'invariant de Mobius, i.e., l'invariant de LefschetzÁ Â ÈF
x wreduit de l'intervalle P, Q , vu comme element de l'anneau de BurnsideÂ Â ÂF
 . Gde N P, Q . Lorsque P decrit FrG, les projecteurs p obtenus sontÂG P
deux a deux orthogonaux et leur somme est l'endomorphisme identiqueÁ
 .de b G .
D'autre part, le produit ( , etendu par linearite, definit une applicationÂ Â Â ÂG
 .de G G dans l'anneau d'endomorphismes de l'anneau de Burnside de G,
par l'application
A g G G ¬ X g b G ¬ A( X g b G . .  .  . .G
L'associativite du produit ( montre que j'ai en fait un morphismeÂ G
 .   ..d'anneaux de G G dans End b G . Une question naturelle est alors deZ
 .savoir si les projecteurs ci-dessus proviennent d'idempotents de G G .
Je note tout d'abord que je peux reecrire le projecteur p G sous la formeÂÂ P
< <sG G sup sp X s y y1 Ind X .  .P N  s.G
inf ssP
 .s mod N PG
ou la somme porte sur des suites croissantes s d'elements de F ce que jeÁ Â Â
 .. < <noterai s g Sd F , et s designe le cardinal de la suite s.Â
J'ai montre de plus que si L est un sous-groupe de G = G, alorsÂ
G = G rL( X s IndG X k 2L. . . G p L.1
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Je pose alors, pour P g F,
< <sGE s y y1 G = G rD . .  .P N  s. , sup sG
inf ssP
 .  .sgSd F rN PG
 .  .  .Comme p D s N s , et comme k D s sup s, j'ai pour1 N  s., sup s G 2 N  s., sup sG G
 .tout X g b G
p G X s EG ( X .P P G
et les EG sont des candidats raisonnables pour les idempotents cherches.ÂP
Remarque. Il est clair que EG ne depend que de la classe de conjugai-ÂP
son de P dans G: si g g G, alors EG s EGg .P P
G  .2.2.2. Calcul de E ( G = H rLP G
Soit H un autre groupe, et L un sous-groupe de G = H. Par la formule
de Mackey, je peux ecrire, en designant par s une une suite croissanteÂ Â
d'elements de F, et en notant L le groupe DÂ Â s N  s., sup sG
EG ( G = H rL s ??? .P G
x
N s sup s ? N s l p L .  .  . .G G 1s y  N P sup s ? N s p L .  .  .G G 1inf ssP
xgG
x  .sup s :p L1
< <s  x , 1.= y1 G = H r L ) L . .  .  .s
Or
L )  x , 1.L s a, b N 'c, a g N s , a ? cy1 g sup s, c x , b g L s ??? .  .  . 4s G
y1x x x x x xs a, b N 'c , a g N s , a ? c g sup s , .  .  . G
c x , b g L s ??? . 4
s a, b N ax , b g L x ) L s x , 1. L x ) L . 4 .  .  .s s
x  .De plus, comme sup s : p L , j'ai1
x x xsup s ? N s l p L s sup s ? N s l p L . .  .  .  . .  .G 1 G 1
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Donc
x x< <sup s N s l p L .  .x G 1
sup s ? N s l p L s . .  . .G 1 x xsup s l N s .G
Comme
< <sup s N s .G
sup s ? N s s . .G sup s l N s .G
il vient finalement, en sommant sur s x,
EG ( G = H rL .P G
N s .p L. < <s1s y y1 G = H r L ) L . .  .  . sN P p L .  .G 1xgG
xinf ssP
 .sup s:p L1
Notations. Si P et Q sont deux sous-groupes du groupe G, je noterai
x .  .T P, Q l'ensemble des x g G tels que P : Q, et T P, Q le quotientG G
 .  .  .N P _ T P, Q rQ. Si K est un sous-groupe de G, je note F K l'en-G G
semble des sous-groupes de K qui sont dans F. Les conditions sur la
famille F entraõnent l'existence pour tout sous-groupe K de G, d'un plusÃ
 .grand sous-groupe normal de K qui soit dans F, que je note O K .F
Avec ces notations, je peux ecrireÂ
EG ( G = H rL .P G
< <ss y y1 G = H r L ) L . .  .  .  s
xinf ssP  ..xgT P , p LG 1  .sup s:p L1
x .mod N Pp L.1
De plus
L ) L s a, b N a g N s , 'c, a ? cy1 g sup s, c, b g L . .  .  . 4s G
 .  .Il est alors clair que sup s normalise k L , puisque sup s : p L , et en1 1
  ..introduisant le groupe V s O k L , j'aiL F 1
L ) L : a, b N a g N s , 'c, a ? cy1 g sup s ? V , c, b g L . .  .  . 4s G L
Inversement, si a ? cy1 g sup s ? V , alors il existe u g sup s et ¨ g VL L
tels que a ? cy1 s u ? ¨ . En posant c9 s ¨ ? c, j'ai alors a ? c9y1 s u g sup s,
 .  . .et c9, b s ¨ , 1 c, b g L. Donc
L ) L s a, b N a g N s , 'c, a ? cy1 g sup s ? V , c, b g L .  .  . 4s G L
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G  .et je peux dans la somme donnant E ( G = H rL regrouper les termesP G
  ..s pour lesquels sup s ? V est un element R donne de F p L , contenantÂ Â ÂL 1
P x ? V . Il vientL
EG ( G = H rL .P G
< <ss y y1 G = H r L ) L . .  .  .   s
xx  . inf ssP  .. P ?V :R:p LxgT P , p L L 1G 1 sup s?V sRx L .mod N Pp L.1 x .mod N P , Rp L.1
 x .Si K est un sous-groupe de N P , R , alorsp L.1
D ) L s a, b g G = H N a g K , 'c, a ? cy1 g R , c, b g L 4 .  .K , R
 x .est un sous-groupe de G = H. De plus, si u g N P , R , soit ¨ tel quep L.1
 .u, ¨ g L. Alors
D u ) L s a, b N a g K u , 'c, a ? cy1 g R , c, b g L s ??? 4 .  .K , R
y1u uus a, b N a g K , 'c, a ? c g R , .  .
uc, ¨b gu , ¨ .L s L s ??? . 4
s au , b N a g K , 'c, a ? cy1 g R , c, ¨b g L 4 .  .
s au , b¨ N a, b g D ) L . 4 .  . K , R
 .u, ¨ .uDonc D ) L s D ) L . Je peux alors definir une application lÂK , R K , R
 x .de l'anneau de Burnside de N P , R dans celui de G = H en posantp L.1
l N P x , R rK s G = H r D ) L . .  .  . .p L. K , R1
Avec cette definition, j'aiÂ
< <sS s y1 G = H r L ) L s ??? .  .  . s
xinf ssP
sup s?V sRL
x .mod N P , Rp L.1
< <s xs l y1 N P , R rN s . .  .  . p L. p L.1 1
x 0inf ssP
sup s?V sRL
x .mod N P , Rp L.1
x  .Remarque. Si inf s s P et sup s ? V s R, j'ai bien N s :L p L.1
 x .N P , R .p L.1
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x x xOr l'invariant de Lefschetz reduit de ``l'intervalle semi-ouvert'' P , RÂ F
 .des elements de F R contenant strictement P est donne parÂ Â Â
< <s xÄ xL s y1 N P , R rN s .  .  .xP , R x p L. p L.F 1 1
xinf ssP
x .mod N P , Rp L.1
x x x x  4et il est nul si P / R. Soit Z s P , R y Q N Q ? V s R . AlorsF L
< <s xÄL s y1 N P , R rN s .  .  .Z p L. p L.1 1
xinf ssP
sup s?V /RL
x .mod N P , Rp L.1
 x .et l'ensemble Z est N P , R -contractile par les contractions Q ¬ Q ?p L.1
V ¬ P x ? V , si V ­ P x et si P x ? V / R.L L L L
Finalement, si P x / R, si V ­ P x et si P x ? V / R, alors par diffe-ÂL L
rence
Ä ÄxL y L s 0xP , R x ZF
< <s xs y1 N P , R rN s . .  .  . p L. p L.1 1
xinf ssP
sup s?V sRL
x .mod N P , Rp L.1
De plus, si P x s R, alors P x ? V s R. Et si P x ? V s R et inf s s P x,L L
j'ai sup s ? V s R si et seulement si sup s : R. AlorsL
< <s x Ä xS s l y1 N P , R rN s s l L s 0 .  .  .  /p L. p L. xP , R x1 1 F
x 0inf ssP
sup s:R
x .mod N P , Rp L.1
si P x / R.
Il ne reste donc que les cas ou P x s R ou P x = V . Mais si P x s R,Á L
alors P x = V . Finalement, la somme S est nulle, sauf si V : P x. Il vientL L
LEMME 4. Soit P un sous-groupe de G, appartenant a F, et L unÁ
sous-groupe de G = H. Alors
EG ( G = H rL .P G
< <ss y y1 G = H r L ) L .  .  .  s
xinf ssP  ..xgT P , p LG 1  .x sup s:p L1  ..O k L :PF 1 x .mod N Pp L.1
  ..et en particulier le produit est nul si O k L n'est contenu dans aucunF 1
conjugue de P.Â
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 . G2.2.3. Calcul de H = G rL( EG P
Si a present L est un sous-groupe de H = G, un procede analogueÁ Â Â Â
 . Gpermet le calcul de H = G rL( E :G P
H = G rL( EG s y H = G rL( G = G rL .  .  .G P G s
inf ssP
 .mod N PG
et par la formule de Mackey
H = G rL( EG s ??? . G P
xN s p L l N s .  .  .G 2 Gs y  N P N s p L .  .  .G G 2inf ssP
xgG
x .  .k L :N s2 G
< <s  x , 1.= y1 H = G r L) L . .  .  .s
De plus
L)  x , 1.Ls
s a, b N 'c, a, c g L, c x g N s , c x ? by1 g sup s s ??? .  .  . 4G
y1x x xs a, b N 'c, a, c g L, c g N s , c ? b g sup s s ??? .  .  .  . 5G
 .1, xx
x xs a, b N a, b g L) L s L) L . 4 .  .  .s s
Je peux donc ecrire, en sommant sur xsÂ
H = G rL( EG . G P
p L l N s .  .2 G < <ss y y1 H = G r L) L s ??? .  .  . sN P p L .  .G 2xgG
xinf ss P
 .  .k L :N s2 G
< <ss y y1 H = G r L) L . .  .  .  s
x .   .  ..  .xgp L _T k L , N P rN P inf ss P2 G 2 G G
 .  .k L :N s2 G
x .mod N Pp L.2
De plus
L) L s a, b N 'c, a, c g L, c g N s , c ? by1 g sup s . .  .  . 4s G
 .Or la suite s est invariante par k L , et il est clair que, en posant2
  ..V s O k L , j'aiL F 2
L) L : a, b N 'c, a, c g L, c g N s , c ? by1 g V ? sup s . .  .  . 4s G L
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 .  . y1Inversement, si a, c g L, si c g N s , et si c ? b g V ? sup s, alors ilG L
existe u g sup s et ¨ g V tels que c ? by1 s ¨ ? u, et en posant c9 s ¨y1 ?L
 .  .  .c, j'ai bien c9 g N s , puisque V : N s . J'ai aussi a, c9 sG L G
 y1 . .  . y11, ¨ a, c g L car ¨ g k L , et c9 ? b s u g sup s. L'inclusion ci-2
dessus est donc une egalite.Â Â
 . GDans la somme donnant H = G rL( E , je peux alors regrouper lesG P
termes s pour lesquels V ? sup s est un sous-groupe R donne, contenantÂL
xP ? V . Il vientL
H = G rL( EG s ??? . G P
< <ssy y1 H = G r L) L . .  .  .  s
x .   .  ..  .xgp L _T k L , N P rN P inf ss P2 G 2 G G
x  .  .k L :N sR= P?V 2 GL
x V ?sup ssRL .mod N Pp L. x2  .mod N P , Rp L.2
 x .Si K est un sous-groupe de N P, R , alorsp L.2
L)D s a, b g H = G N 'c a, c g L c g K , c ? by1 g R 4 .  .K , R
 x .est un sous-groupe de H = G. De plus si ¨ g N P, R , soit u tel quep L.2
 .u, ¨ g L. Alors
L)D ¨ s a, b N 'c, a, c g L, c g K ¨ , c ? by1 g R s ??? 4 .  .K , R
y1u ¨ u , ¨ . ¨ ¨ ¨s a, b N 'c, a, c g L s L, c g K , c ? b g R .  .  . 4
 .u , ¨u ¨s ??? s a, b N a, b g L)D s L)D . 4 .  .  .K , R K , R
 x .D'ou une application m de l'anneau de Burnside de N P, R dansÁ p L.2
celui de H = G, definie parÂ
m N xP , R rK s H = G r L)D . .  .  . .p L. K , R2
La somme
< <sT s y1 H = G r L) L .  .  . s
x  .  .inf ss P , k L :N s2 G
V ?sup ssRL
x .mod N P , Rp L.2
est alors l'image par m de
< <s xy1 N P , R rN s . .  .  . p L. p L.2 2
x  .  .inf ss P , k L :N s2 G
V ?sup ssRL
x .mod N P , Rp L.2
FONCTEURS ENTRE CATEGORIES DE G-ENSEMBLESÂ 763
Si xP / R et xP ? V / R et V ? xP / xP, cette somme n'est autre queL L
Ä Äx xL y Lx P , R x xP , R x yQ N V ?QsR4F F L
et ces deux invariants de Lefschetz sont nuls par le meme argument queÃ
plus haut. Or si xP s R, alors xP ? V s R. Et si xP ? V s R, alors T estL L
Ä xxl'image par m de L , qui est nul si P / R. Finalement, la somme Tx P , R xF
est nulle sauf si V : xP, et alorsL
LEMME 5. Soit P un sous-groupe de G, appartenant a F, et L unÁ
sous-groupe de H = G. Alors
H = G rL( EG . G P
< <ss y y1 H = G r L) L .  .  . 2
 .   .  ..  .xgp L _T k L , N P rN P2 G 2 G G
x  ..O k L :inf ss P ,F 2
x .mod N Pp L.2
  ..et un particulier le produit est nul si O k L n'est contenu dans aucunF 2
conjugue de P.Â
2.2.4. OrthogonaliteÂ
 . G GSoient P et Q des elements de F G tels que E ( E / 0. Alors:Â Â P G Q
G 1. Il existe une suite t telle que inf t s Q et telle que E ( G =P G
.   ..   ..G rL / 0. Alors O k L s O sup t l N t est contenu dans unt F 1 t F G
 .conjugue de P. Mais comme Q s inf t est distingue dans sup t l N t , jeÂ Â G
vois que Q est contenu dans un conjugue de P.Â
2. Il existe une suite s telle que inf s s P et telle que G =
. G   ..G rL ( E / 0. Alors O k L s sup s est contenu dans un conjugueÂs G Q F 2 s
de Q. Mais comme inf s s P est contenu dans sup s, je vois que P est
contenu dans un conjugue de Q.Â
Donc si EG ( EG / 0, alors P et Q sont conjugues dans G.ÂP G Q
2.2.5. Calcul de la somme des EGP
Soit U la somme des EG, lorsque P decrit un systeme de representantsÂ Á ÂP
des classes de conjugaison de sous-groupes de G. Alors
< <sU s y y1 G = G rL . .  .  s
P mod G inf ssP
 .mod N PG
SERGE BOUC764
Alors il est clair que
< <sU s y y1 G = G rL .  . s
s mod G
et je regroupe les termes pour lesquels sup s est un sous-groupe Q donneÂ
de G:
< <sU s y y1 G = G rD . .  .  N  s. , QG
Q mod G sup ssQ
 .mod N QG
 .Si K est un sous-groupe de N Q , alors D est un sous-groupe deG K , Q
 .G = G. De plus, si u g N Q , alorsG
 .u , u
u u uD s D s D . .K , Q K , Q K , Q
 .D'ou une application u de l'anneau de Burnside de N Q dans celui deÁ G
G = G, definie parÂ
u N Q rK s G = G rD . .  . .G K , Q
Alors la somme
< <sy1 G = G rD .  . N  s. , QG
sup ssQ
 .mod N QG
Ä  4est l'image par u de L , qui est nul si Q / 1 . Il en resulte queÂw1, Qw F
< <sU s y y1 G = G rD .  . N  s. , 14G
sup ss1
 .mod N 1G
s G = G rL s G = G rD G .  .  .14
 .qui est l'element neutre de l'anneau G G pour le produit ( .Â Â G
Comme les EG sont deux a deux orthogonaux, il s'ensuit que ce sont desÁP
idempotents, puisque
EG s EG ( U s EG ( EG s EG ( EG .P P G P G Q P G P
QgFrG
D'ouÁ
PROPOSITION 3. Les EG, lorsque P decrit FrG, sont des idempotentsÂP
 .deux a deux orthogonaux de G G , et leur somme est l'element neutreÁ ÂÂ
 .de G G .
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 .  .2.3. Un morphisme de b G dans G G
ÄSi X est un G-ensemble, soit X l'ensemble X = G, dote de la doubleÂ
action du groupe G definie parÂ
g x , u h s gx , guh . .  .
LEMME 6. Si X et Y sont des G-ensembles, alors
&Ä ÄX ( Y f X = YG
comme G-ensembles-G.
Ä ÄEn effet, les ensembles X et Y sont libres a gauche et a droite commeÁ Á
Ä Ä Ä ÄG-ensembles-G. Il en resulte que X ( Y est egal a X = Y, lui memeÂ Â Á ÃG G&
isomorphe a X = Y par les applicationsÁ
&Ä Äx , g , y , h g X = Y ¬ x , gy , gh g X = Y .  .  . . G
& Ä Äx , y , g g X = Y ¬ x , 1 , y , h g X = Y .  .  . . G
qui sont des bijections inverses l'une de l'autre.
ÄEn particulier l'application X ¬ X se prolonge en un homomorphisme&
 .  .d'anneaux de l'anneau de Burnside b G dans G G . Comme GrGf
 .  .G = G rD G , ce morphisme est unitaire, et permet en particulier
 .de transferer a G G une decomposition de l'unite en idempotents ortho-Â Á Â Â
 .gonaux de b G .
2.4. Semi-simplicite en caracteristique 0Â Â
 .   ..Notation. Si K est un anneau, je noterai G G resp. b G leK K
 .produit tensoriel K m b G . Je suppose de plus dans cette partie que KZ
est un corps de caracteristique 0 ou p ) 0 ne divisant pas l'ordre de G.Â
D'autre part, les idempotents EG consideres sont ceux associes a laÂ Â Â ÁH
famille F de tous les sous-groupes de G.
 .Dans ce cas, l'anneau b G est semi-simple. Ses idempotents primitifsK
sont indexes par les classes de conjugaison de sous-groupes de G,Â
l'idempotent eG etant donne par la formuleÂ ÂH
1
G < < x we s K x K , H ? GrK . .ÄH N H .G K:H
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&
G Ä .  .Puisque GrKs G = G rD K , l'image de e par le morphisme X ¬ XH
est egale aÂ Á
& 1
G < < x we s K x K , H ? G = G rD K . .  .ÄH N H .G K:H
&
G2.4.1. Produits par eG
 .Je dispose donc de deux decompositions de l'unite de G G en idempo-Â Â K
tents orthogonaux. Il est naturel d'essayer de les multiplier. Pour cela,&
Gj'etudie d'abord la multiplication par e :Â G
LEMME 7. Soient G et G9 des groupes, et L un sous-groupe de G = G9.
Alors
&
G  .  .1. Le produit e ( G = G9 rL est nul si p L / G.G G 1&
G9 .  .2. Le produit G = G9 rL( e est nul si p L / G9.G9 G9 2
&
GRemarque. Comme e est somme algebrique de G-ensembles-G libresÂG
a gauche et a droite, si A est un G-ensemble-G9, j'aiÁ Á
& & & &
G G G9 G9e ( A s e = A , A( e s A = e .G G G G G9 G9 G9 G9
En notant A* le G9-ensemble-G ``dual'' de A, egal a A en tant qu'ensem-Â Á
ble, la double action etant definie parÂ Â
g 9 ? a ? g dans A* s gy1 ? a ? g 9y1 dans A , pour g 9 g G9, a g A , g g G
 .j'ai de plus A = B * f B* = A*, pour tout groupe G'' et tout G9-en-G9 G9
semble-G'' B. La seconde assertion du lemme se deduit donc de laÂ
premiere.Á
Il s'agit de calculer le produit
1
< <P s X x G G = G rD X ( G = G9 rL. .  .  .  .Ä G< <G X:G
Par la formule de Mackey, il vient
x1 X l p L .1  x , 1.P s x G G = G9 r D X ) L .  .  .Ä  .< <G p L .1X:G
xgG
et
D X )  x , 1.L s a, b N a g X l xp L , ax , b g L . 4 .  .  .  .1
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x  .Je peux alors sommer en fixant le groupe Y s X l p L . Le lemme1
resultera alors du lemme suivant, applique au treillis des sous-groupesÂ Â
de G.
LEMME 8. Soit X un ensemble ordonne ayant un plus grand element g , etÂ ÂÂ
 4dans lequel toute paire x, y admet une borne inferieure x n y. SoientÂ
y F z g X. Si z / g , alors
x wx x , g s 0.Ä
xgX
xnzsy
x x x wEn effet, si z / g , alors soit i l'injection de y, z dans y, g . Elle est
x wtelle que si x g y, g , alors
x x x x xi s u g y , z N i u F x s y , x n z . 4 .
Donc i x a un plus grand element x n z si y / x n z, et i x est vide sinon.Â Â
Alors
x w x x x w x wx y , g s x y , z y x x , g s y x x , g .Ä Ä Ä Ä 
x w x xxg y , g xg y , g
xnzsy xnzsy
Donc
x w x w x wx y , g q x x , g s x x , g s 0.Ä Ä Ä 
x x w xxg y , g xg y , g
xnzsy xnzsy
w xD'ou le lemme, puisque si x g X est tel que x n z s y, alors x g y, g .Á
LEMME 9. Soit H un sous-groupe de G. Alors
&
G G1. Le produit e ( E est nul si H n'est pas un sous-groupe normalG G H
de G.
& & &
G G G G G2. De plus e ( E s e ( E ( e .G G H G G H G G
En effet, j'ai
< <sGE s y1 G = G rL .  .H s
inf ssH
 .mod N HG
&
G  .  .  .et le produit e ( G = G rL est nul, sauf si p L s G. Or p L sG s 1 s 1 s
 .N s , donc s est composee de sous groupes normaux de G, et enÂG
particulier H s inf seG, d'ou la premiere assertion.Á Á}
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Alors la seconde assertion est trivialement vraie si H n'est pas un
sous-groupe normal de G. Et si H eG,}
& &
< <sG G Ge ( E s y1 e ( G = G rL . .  .G G H G G s
inf ssH
 .N s sGG
 .  .Par le meme argument, puisque p L s sup s ? N s , j'ai aussiÃ 2 s G
& &
< <sG G GE ( e s y1 G = G rL ( e . .  .H G G s G G
inf ssH
 .sup s?N s sGG
mod G
&
GD'autre part, l'element e est combinaison lineaire de termes de la formeÂ Â ÂG
 .  .G = G rD X , ou X parcourt les sous-groupes de G. Or commeÁ
 .  .  .  .  .p L s G, le produit G = G rL ( G = G rD X est nul si k L s2 s s G 2 s
 .   ..sup s ­ X, et egal a G = G r L )D X sinon.Â Á s&
G  .   ..   ..Mais le produit e ( G = G r L )D X est nul si p L )D X /G G s 1 s
  ..  .G. Et si p L )D X s G, alors en particulier p L s G, donc1 s 1 s
 .N s s G. De plus, pour tout a g G, il existe des elements b et c telsÂ ÂG
 .  .  . y1que a, c g L et c, b g D X . Donc il existe b g X tel que a ? b gs &
G Gsup s. Donc X ? sup s s G, et comme sup s : X, le seul terme e ( E (G G H G
 .  .G = G rD X non-nul est celui correspondant a X s G, dont le coeffi-Á
cient est 1. Donc
& & &
G G G G Ge ( E s e ( E ( eG G H G G H G G
ce qui prouve le lemme.
2.4.2. Definition des F GÂ K , H
&
G G GIl en resulte que si je pose F s e ( E , pour H eG, j'obtiens desÂ H G G H }&
G .idempotents othogonaux de G G , dont la somme est e . Plus generale-Â ÂK G
ment, si H e K : G, je note x ¬ x la projection de K sur KrH s K, et je}
considere le K-ensemble-G a defini parÁ ÂK , H
Ka s K = K r k , k N k g K ( F ( K = G rD K . .  .  .  . 4K , H K H K
Je note de meme b le G-ensemble-K defini parÃ ÂK , H
Kb s G = K rD K ( F ( K = K r k , k N k g K . .  .  .  . 4K , H K H K
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Alors soit H9e K 9 : G. Je vais calculer le produit a ( b . Je peuxK , H G K 9, H 9}
ecrireÂ
a ( bK , H G K 9 , H 9
Ks K = K r k , k N k g K ( F ( K = G rD K ( ??? .  .  .  . 4 K H K G
K 9( G = K 9 rD K 9 ( F ( K 9 = K 9 r k9, k9 N k g K 9 . 4 .  .  .  .G K 9 H 9 K 9
Comme
F K ( K = G rD K ( G = K 9 rD K 9 ( F K 9 s ??? .  .  .  .H K G G H 9
& &
K K K 9 K 9s F ( e ( K = G rD K ( G = K 9 rD K 9 ( e ( F .  .  .  .H K K K G K 9 K 9 K 9 H 9
et comme
K = G rD K ( G = K 9 rD K 9 .  .  .  .G
s K = K 9 r k , k x N k g K l xK 9 4 .  .
xgK_GrK 9
je dois avoir
p k , k x N k g K l xK 9 s K 4 . .1
soit K : xK 9, et
p k , k x N k g K l xK 9 s xK 9 4 . .2
donc K = xK 9. Finalement, le produit a ( b est nul si K et K 9 neK , H G K 9, H 9
sont pas conjugues dans G. Et si K 9 s K g, pour g g G, alors en notant gÂ
g g gl'isomorphisme canonique entre KrH et K s K rH , et en posant
gt s K = K r g k , k N k g K . 4 .
gt* s K = K r k , g k N k g K . 4 .
g gil est clair que t( t* s 1 et que t*( t s 1 . De plusK G K . K GK .
 .g , 1g
g g gt( a s a ( K = K rD K .  .K K , H K , H K
 .et il suffit de considerer le couple K, H a conjugaison pres par G. JeÂ Á Á
peux donc supposer K s K 9, et dans ce cas
Ka ( b s K = K r k , k N k g K ( F ( ??? .  . 4K , H G K , H 9 K H K
 .xgN K rKG
( K = K r k , k x N k g K 4 .  .K
K( F ( K = K r k , k N k g K . .  . 4K H 9 K
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De plus, je peux ecrireÂ
F K ( K = K r k , k x N k g K 4 .  .H K
s K = K r k , k x N k g K ( F K 4 .  . K H
ce qui resulte par exemple du lemme suivant.Â
LEMME 10. Soit H un sous-groupe du groupe G, et u un isomorphisme de
G sur un groupe G9. Alors
&
Ge ( G = G9 r u , u u N u g G 4 .  . .G G
&
G9s G = G9 r u , u u N u g G ( e 4 .  . . G9 G9
EG ( G = G9 r u , u u N u g G 4 .  . .H G
s G = G9 r u , u u N u g G ( EG9 . 4 .  . . G9 u H .
En effet la premiere assertion resulte de ce queÁ Â
G = G rD X ( G = G9 r u , u u N u g G 4 .  .  .  . .G
s G = G9 r D X ) u , u u N u g G s ??? 4 .  .  . . .
s G = G9 r x , u x N x g X . 4 .  . .
Alors que
G = G9 r u , u u N u g G ( G = G rD u X s ??? 4 .  .  .  . .  .G9
s G = G9 r u , u u N u g G )D u X 4 .  .  . .  . .
s G = G9 r x , u x N x g X . 4 .  . .
La seconde resulte quant a elle de maniere analogue de l'egaliteÂ Á Á Â Â
G = G rL ( G = G9 r u , u u N u g G 4 .  .  . .s G
s G = G9 r u , u u N u g G ( G = G rL . 4 .  .  . . G9 u  s.
En utilisant ce lemme et l'orthogonalite des F K, pour H e K, je vois queÂ H }
a ( bK , H G K , H 9
s K = K r k , k N k g K .  . 4
 .xgN K rKG
( K = K r k , k x N k g K ( ??? 4 .  .K K
K K
x( F ( F ( K = K r k , k N k g K .  . 4K H K H 9 K
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 . xet cette somme est nulle sauf si il existe x g N K tel que H s H9,G
 . x  .auquel cas K, H s K, H9 .
 .  .Donc le produit a ( b est nul si K, H et K 9, H9 ne sont pasK , H G K 9, H 9
conjugues par G.Â
Je peux donc supposer K s K 9 et H s H9, et alors
xa b s K = K r k , k N k g K .  4 .K , H K , H
 .xgN K , H rKG
( K = K r k , k N k g K ( ??? .  . 4K K
K( F ( K = K r k , k N k g K s ??? .  . 4K H K
x Ks K = K r k , k N k g K ( F .  4 . K 1 /
 .xgN K , H rKG
moyennant le lemme suivant:
LEMME 11. Soit H un sous-groupe normal du groupe K, et K s KrH.
Alors
KK = K r k , k N k g K ( F .  . 4 K H
Ks F ( K = K r k , k N k g K . .  . 41 K
De memeÃ
K = K r k , k N k g K ( K = K r k , k N k g K .  .  .  . 4  4K
s K = K rD K . . .
En effet, par definitionÂ
& &
< <sK K K KF s e ( E s y y1 e ( K = K rL .  .H K K H K K s
inf ssH
 .mod N HK
et je sais que je peux sommer uniquement sur les suites s formees deÂ&
Ksous-groupes normaux de K. D'autre part, l'element e est combinaisonÂ Â K
 .  .lineaire de termes de la forme K = K rD X , pour X decrivantÂ Â
 .  . 4les sous-groupes de K. Le produit K = K r k, k N k g K (K
 .  .  . 4.K = K rD X est nul si k k, k N k g K s H n'est pas contenu2
  ..dans p D X s X, et sinon, il est egal aÂ Á1
K = K r x , x N x g X . 4 .  .
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De plus
K = K r x , x N x g X ( K = K rL 4 .  .  .K s
s K = K r x , x N x g X ) L . 4 .  . .s
Or, en notant s la suite des quotients par H des termes de s, j'ai
y1x , x N x g X ) L s x , y N x g X , x ? y g sup s 4  4 .  .s
s D X ) L ) k , k N k g K .  . 4s
ce qui prouve que
K = K r x , x N x g X ( K = K rL s ??? 4 .  .  .K s
s K = K rD X ( K = K rL ( K = K r k , k N k g K .  .  . 4 .  .K s K
et la premiere assertion du lemme en resulte, en multipliant cette egaliteÁ Â Â Â
par
1 1
< s < < s << < < < xX x X , K y1 s X x X , K y1 .  .Ä Ä
< < < <K K
 .et en sommant sur les suites s telles que inf s s H et N s s K, et lesK
sous-groupes X = H de K.
La seconde assertion du lemme resulte du fait queÂ
k , k N k g K ) k , k N k g K s D K . .  .  . 4  4
Pour calculer b ( a , j'observe queK , H K K , H
K = K r k , k N k g K ( K = K r k , k N k g K .  .  .  . 4  4K
s K = K rD . K , H
 .qui n'est autre que l'element t de l'anneau T K . J'ai doncÂ Â K , H
K Kb ( a s G = K rD K ( F ( t ( F ( K = G rD K . .  .  .  .K , H K K , H K H K K , H K H K
&
K K K KComme F s e ( E , comme E est combinaison lineaire de termes deÂH K K H H
 .la forme K = K rL s t pour des suites s telles que inf s s H,s N  s., sup sK
et comme
t ( t s t s tN  s. , sup s K K , H N  s.l K , sup s?H N  s. , sup sK K K
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il en resulte queÂ
Kb ( a s G = K rD K ( F ( K = G rD K . .  .  .  .K , H K K , H K H K
Notation. Si K et H sont des sous-groupes du groupe G tels que
H e K, je pose}
1
G KF s G = K rD K ( F ( K = G rD K . .  .  .  .K , H K H KN K , H rK .G
J'ai donc
Gb ( a s N K , H rK F . .K , H K K , H G K , H
Pour obtenir une autre expression des elements F G , je developpe leÂ Â ÂK , H&
K K Kproduit F s e ( E sous la formeH K K H
&
< <sK KF s e ( y1 K = K rL . .  .H K K s
inf ssH
 .N s sKK
&
KL'element e est quant a lui combinaison lineaire de termes de la formeÂ Â Á ÂK
 .  .K = K rD X , pour X parcourant les sous-groupes de K. De plus, si
 .N s s K, alorsK
K = K rD X ( K = K rL s K = K r D X ) L .  .  .  .  . .K s s
 .et D X ) L n'est autre que D , et ne depend que de sup s. Or laÂs X , sup s
 . < s <somme des y1 , pour les suites s formees de sous-groupes normaux deÂ
K, telles que inf s s H et sup s s N est aussi egale a la caracteristiqueÂ Á Â
x w Kd'Euler]Poincare reduite de l'ensemble H, N des sous-groupes nor-Â Â
maux de K contenant strictement H et contenus strictement dans N.
Comme de plus
G = K rD K ( K = K rD ( K = G rD K .  .  .  .  .K X , N K
s G = G r D K )D )D K s ??? .  .  . .X , N
s G = G rD . X , N
 .qui est aussi l'element t de T G , il vient finalementÂ Â X , N
1 KG < <F s X x X , K x H , N ? t .Ä ÄK , H X , NN K , H .G X:K
H:N e K}
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2.4.3. Orthogonalite et somme des F GÂ K , H
Il resulte du calcul des produits a ( b et de la formule F G sÂ K , H G K 9, H 9 K , H
G G <  . <.1r N K, H rK b ( a que le produit F ( F est nul siG K , H K K , H K , H G K 9, H 9
 .  .K 9, H9 n'est pas conjugue de K, H dans G. De plus, si g g G,Â
1 KG < <g g g gF s X x X , K x H , N ? tÄ ÄK , H X , NN K , H .G X:K
H:N e K}
 . G Gg g g get comme dans T G , j'ai t s t , je vois que F s F .X , N X , G K , H K , H
G  .Je peux alors calculer la somme des differents F , lorque K, HÂ K , H
decrit un systeme de representants des classes de conjugaison de couplesÂ Á Â
de sous-groupes de G tels que H e K :}
< <N K , H K .GGF s G = K rD K .  . K , H < <G N K , H .G .  .K , H mod G K , H
( F K ( K = G rD K . .  .K H K
De plus
& & &
K K K K K KF s e ( E s e ( E s e  H K K H K K H K
H e K H e K H} }
car la somme des E K pour H sous-groupe de K est egale a 1 . D'autreÂ ÁH G K .K
part, il est facile de verifier queÂ
& &
K GG = K rD K ( e ( K = G rD K s N K rK e .  .  .  .  .K K K G K
car si X est un sous-groupe de K, alors
G = K rD K ( K = K rD X ( K = G rD K .  .  .  .  .  .K K
s G = G rD X . .  .
Alors
& &N K .GG G GF s e s e s 1 .  K , H K K G G.K< <GH K K mod G
Il en resulte comme plus haut que les F G sont des idempotents; en effetÂ K , H
F G s F G ( F G s F G ( F G .K , H K , H G K 9 , H 9 K , H G K , H
 .K 9 , H 9 mod G
Finalement,
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G  .PROPOSITION 4. Les elements F , lorsque K, H decrit un systeme deÂÂ Â ÁK , H
representants des classes de conjugaison par G de couples de sous-groupes deÂ
 .G tels que H e K, sont des idempotents deux a deux orthogonaux de G G ,Á K}
et leur somme est egale 1 .Â G G.K
 .2.4.4. Identification de G GK
Soient H e K et H 9e K 9 des sous-groupes de G tels que} }
G  . G  4F ( G G ( F ne soit pas reduit a 0 . Alors soit X un G-ensem-Â ÁK 9, H 9 G K G K , H
ble-G tel que
F G ( X ( F G / 0.K 9 , H 9 G G K , H
J'ai donc en particulier
a ( X ( b ( a / 0.K 9 , H 9 G G K , H G K , H
KEn posant Z s a ( X ( b ( F , comme par le lemme 11, j'aiK 9, H 9 G G K , H K 1
Ka s K = K r k , k N k g K ( F ( K = G rD K s ??? .  .  .  . 4K , H K H K
Ks F ( K = K r k , k N k g K ( K = G rD K .  .  .  . 41 K K
Kj'ai F ( a s a , donc1 K K , H K , H
K 9 KF ( Z( F s Z / 0.1 K 9 K 1
Dans ces conditions, il existe un sous-groupe L de K 9 = K tel que
K 9 KF ( K 9 = K rL( F / 0. .1 K 9 K 1
LEMME 12. Pour tout groupe G,
EG ( F G s F G .1 G 1 1
&
G G G G GEn effet, j'ai E ( F s E ( e ( E , et ce produit est combinaison1 G 1 1 G G G 1
lineaire d'elements de la formeÂ Â Â
G = G rL ( G = G rD X ( EG .  .  .s G G 1
 4pour inf s s 1 et X sous-groupe de G. Or
G = G rL ( G = G rD X .  .  .s G
s G = G r L )  x , 1.D X .  . . s
 .xgp L _GrX2 s
x .k L :X2 s
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 .et k L s sup s. Mais si le produit2 s
G = G r L )  x , 1.D X ( EG .  . .s G 1
  x, 1.  ..est non-nul, alors k L ) D X s 1. Comme2 s
x x , 1. xk L ) D X s X l sup s s sup s .  . .2 s
 4il en resulte que sup s s 1 , donc que s est reduite au groupe trivial.Â Â
 .Comme L s D G , le lemme en decoule.Â14
Dans ces conditions, si
K 9 KF ( K 9 = K rL( F / 0 .1 K 9 K 1
alors comme
&
K 9 K 9 K 9 K 9 K 9F s F ( e s F ( E1 1 K 9 K 9 1 K 9 1
 .  .  4je vois que p L s K 9 et k L s 1 . De meme, commeÃ1 1
&
K K K K KF s e ( F s E ( F1 K K 1 1 K 1
 .  .  4j'ai aussi p L s K et k L s 1 . Alors les groupes K et K 9 sont2 2
 .isomorphes a q L , donc isomorphes entre eux. Finalement, j'ai montre laÁ Â
PROPOSITION 5. Soient H e K et H9e K 9 des sous-groupes de G tels} }
G  . Gque F ( G G ( F / 0. Alors les quotients KrH et K 9rH9 sontK 9, H 9 G K G K , H
isomorphes.
COROLLAIRE. Si S est un groupe, soit
B s F G .S K , H
 .K , H mod G
H e K}
KrHfS
Alors les B , lorsque S decrit un systeme de representants des classes d'isomor-Â Á ÂS
 .phismes de sections de G, sont des idempotents centraux de G G , et leurK
somme est egale a 1 .Â Á G G.K
Le corollaire provient du fait que la somme des B est egale a la sommeÂ ÁS
G  .des F , donc a 1 . Alors si x g G G , j'aiÁK , H G G. KK
B ( x s B ( x( BS G S G G T
T
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et il est clair que le produit B ( x( B ne peut etre non-nul que siÃS G G T
S s T. Alors B ( x s B ( x( B , et le meme raisonnement appliqueÃ ÂS G S G G S
a x( B prouve que x( B s B ( x( B , donc que B est central.Á G S G S S G G S S
 .Pour identifier l'algebre B ( G G , je choisis un systeme R deÁ ÁS G K S
 .representants des classes de conjugaison de couples K, H de sous-groupesÂ
 .de G tels que H e K et KrH f S. Pour chaque K, H g R , je poseS}
1
g s b .K , H K , HN K , H rK .G
Je fixe alors un isomorphisme p de KrH s K sur S, et je note r leK , H K , H
S-ensemble-K defini parÂ
r s S = K r p k , k N k g K . .  . 4 .K , H K , H
Je note
Ur s K = S r k , p k N k g K .  . 4 .K , H K , H
son ``inverse,'' qui est tel que
Ur ( r s 1K , H K K , H G S .K
Ur ( r s 1 .K , H S K , H G K .K
 .Si x g N K, H , alors x induit un automorphisme i de K s KrH, quiG x
 .est interieur si x g K, et je note a le morphisme de N K, H rK dansÂ K , H G
 .le groupe Ext S des automorphismes exterieurs de S defini parÂ Â
a x s p ? i ? py1 . .K , H K , H x K , H
Je pose egalementÂ
1
m s K = K r i k , k N k g K . . .  4 .K , H xN K , H rK .G  .xgN K , H rKG
 .  .C'est un idempotent de G K . Enfin je note s l'idempotent de G SK K , H K
correspondant, defini parÂ
Us s r ( m ( r .K , H K , H K K , H K K , H
Il resulte du lemme 10 queÂ
K xF ( K = K r k , k N k g K .  4 .1 K
x Ks K = K r k , k N k g K ( F . .  4 . K 1
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K KIl s'ensuit que m ( F s F ( m , donc queK , H K 1 1 K K , H
s ( F S s F S ( sK , H S 1 1 S K , H
S  .et en particulier s ( F est un idempotent de G S .K , H S 1 K
 .  . GSoient K, H et K 9, H9 deux elements de R , et u g F (Â Â S K , H G
 . GG G ( F . Je poseK G K 9, H 9
K , H Uu u s r ( a ( u( g ( r . .K 9 , H 9 K , H K K , H G G K 9 , H 9 K 9 K 9 , H 9
 .C'est un element de G S . Il est clair de plus queÂ Â K
S Ks ( F ( r s r ( m ( F .K , H S 1 S K , H K , H K K , H K 1
Or j'ai vu que
Km ( F s a ( g .K , H K 1 K , H G K , H
Il en resulte queÂ
s ( F S ( u K , H u .K , H S 1 S K 9 , H 9
Us r ( a ( g ( a ( u( g ( r .K , H K K , H G K , H K K , H G G K 9 , H 9 K 9 K 9 , H 9
G GMais g ( a s F , et F ( u s u. DoncK , H K K , H K , H K , H G
s ( F S ( u K , H u .K , H S 1 S K 9 , H 9
U K , Hs r ( a ( u( g ( r s u u . .K , H K K , H G G K 9 , H 9 K 9 K 9 , H 9 K 9 , H 9
De la meme maniere, commeÃ Á
U US K 9r ( s ( F s m ( F ( rK 9 , H 9 S K 9 , H 9 S 1 K 9 , H 9 K 9 1 K 9 K 9 , H 9
j'ai
u K , H u ( s ( F S .K 9 , H 9 S K 9 , H 9 S 1
Us r ( a ( u( g ( a ( g ( r .K , H K K , H G G K 9 , H 9 K 9 K 9 , H 9 G K 9 , H 9 K 9 K 9 , H 9
G GDe plus g ( a s F , et u( F s u. DoncK 9, H 9 K 9 K 9, H 9 K 9, H 9 G K 9, H 9
u K , H u ( s ( F S .K 9 , H 9 S K 9 , H 9 S 1
U K , Hs r ( a ( u( g ( r s u u . .K , H K K , H G G K 9 , H 9 K 9 K 9 , H 9 K 9 , H 9
K , H G  . GAinsi, j'ai defini une application u de F ( G G ( F dansÂ K 9, H 9 K , H G K G K 9, H 9
s ( F S ( G S ( s ( F S . .K , H S 1 S K S K 9 , H 9 S 1
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S  . SInversement, si ¨ est un element de s ( F ( G S ( s ( F , jeÂ Â K , H S 1 S K S K 9, H 9 S 1
pose
K , H Uf ¨ s g ( r ( ¨ ( r ( a . .K 9 , H 9 K , H K K , H S S K 9 , H 9 K 9 K 9 , H 9
Alors, je peux ecrireÂ
F G ( f K , H ¨ .K , H G K 9 , H 9
Us g ( a ( g ( r ( ¨ ( r ( aK , H K K , H G K , H K K , H S S K 9 , H 9 K 9 K 9 , H 9
et
U UKa ( g ( r ( ¨ s m ( F ( r ( ¨ s ???K , H G K , H K K , H S K , H K 1 K K , H S
s rU ( s ( F S ( ¨ s rU ( ¨ .K , H S K , H S 1 S K , H S
Donc
F G ( f K , H ¨ .K , H G K 9 , H 9
U K , Hs g ( r ( ¨ ( r ( a s f ¨ . .K , H K K , H S S K 9 , H 9 K 9 K 9 , H 9 K 9 , H 9
De memeÃ
f K , H ¨ ( F G .K 9 , H 9 G K 9 , H 9
Us g ( r ( ¨ ( r ( a ( g ( aK , H K K , H S S K 9 , H 9 K 9 K 9 , H 9 G K 9 , H 9 K 9 K 9 , H 9
et
K 9¨ ( r ( a ( g s ¨ ( r ( m ( F s ???S K 9 , H 9 K 9 K 9 , H 9 G K 9 , H 9 S K 9 , H 9 K 9 K 9 , H 9 K 9 1
s ¨ ( s ( F S ( r s ¨ ( rS K 9 , H 9 S 1 S K 9 , H 9 S K 9 , H 9
donc
f K , H ¨ ( F G .K 9 , H 9 G K 9 , H 9
U K , Hs g ( r ( ¨ ( r ( a s f ¨ . .K , H K K , H S S K 9 , H 9 K 9 K 9 , H 9 K 9 , H 9
K , H S  .J'ai ainsi defini une application f de s ( F ( G S (Â K 9, H 9 K , H S 1 S K S
S G  . G K , Hs ( F dans F ( G G ( F . Les applications u etK 9, H 9 S 1 K , H G K G K 9, H 9 K 9, H 9
f K , H sont des bijections inverses l'une de l'autre; en effet,K 9, H 9
K , H K , H Uf ? u u s g ( r ( r ( a ( u .K 9 , H 9 K 9 , H 9 K , H K K , H S K , H K K , H G
U( g ( r ( r ( a .G K 9 , H 9 K 9 K 9 , H 9 S K 9 , H 9 K 9 K 9 , H 9
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Alors
Ug ( r ( r ( a ( u s g ( a ( uK , H K K , H S K , H K K , H G K , H K K , H G
s F G ( u s uK , H G
et
Uu( g ( r ( r ( aG K 9 , H 9 K 9 K 9 , H 9 S K 9 , H 9 K 9 K 9 , H 9
Gs u( g ( a s u( F s uG K 9 , H 9 K 9 K 9 , H 9 G K 9 , H 9
K , H K , H  .et j'ai bien f ? u u s u.K 9, H 9 K 9, H 9
De la meme maniere,Ã Á
K , H K , H Uu ? f ¨ s r ( a ( g ( r .K 9 , H 9 K 9 , H 9 K , H K K , H G K , H K K , H
U( ¨ ( r ( a ( g ( r .S S K 9 , H 9 K 9 K 9 , H 9 G K 9 , H 9 K 9 K 9 , H 9
Or
Ur ( a ( g ( r ( ¨K , H K K , H G K , H K K , H S
UKs r ( m ( F ( r ( ¨ s ???K , H K K , H K 1 K K , H S
U Ss r ( r ( s ( F ( ¨ s ¨K , H K K , H S K , H S 1 S
et
U¨ ( r ( a ( g ( rS K 9 , H 9 K 9 K 9 , H 9 G K 9 , H 9 K 9 K 9 , H 9
UK 9s ¨ ( r ( m ( F ( r s ???S K 9 , H 9 K 9 K 9 , H 9 K 9 1 K 9 K 9 , H 9
S Us ¨ ( s ( F ( r ( r s ¨S K 9 , H 9 S 1 S K 9 , H 9 K 9 K 9 , H 9
K , H K , H  .et j'ai donc bien u ? f ¨ s ¨ .K 9, H 9 K 9, H 9
 .  .  .Si a present j'ai trois elements K, H , K 9, H9 , et K 0, H0 de R ,Á Â Â Â S
si u est un element de F G ( G ( F G , et u9 un element deÂ Â Â ÂK , H G K G K 9, H 9
F G ( G ( F G , alorsK 9, H 9 G K G K 0 , H 0
u K , H u ( u K 9 , H 9 u9 s ??? .  .K 9 , H 9 S K 0 , H 0
Us r ( a ( u( g ( rK , H K K , H G G K 9 , H 9 K 9 K 9 , H 9
U( r ( a ( u9( g ( r .S K 9 , H 9 K 9 K 9 , H 9 G G K 0 , H 0 K 0 K 0 , H 0
Mais
Uu( g ( r ( r ( a ( u9G K 9 , H 9 K 9 K 9 , H 9 S K 9 , H 9 K 9 K 9 , H 9 G
s u( g ( a ( u9 s ???G K 9 , H 9 K 9 K 9 , H 9 G
s u( F G ( u9 s u( u9.G K 9 , H 9 G G
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Il vient donc
u K , H u ( u K 9 , H 9 u9 s u K , H u( u9 . .  .  .K 9 , H 9 S K 0 , H 0 K 0 , H 0 G
S  . SSoit alors A l'algebre F ( G S ( F , etÁS 1 S K S 1
W s A ( s[S S S K , H
 .K , H gRS
vu comme un A -module. AlorsS
End W f s ( A ( s . . [A S K , H S S S K 9 , H 9S
 .  .K , H , K 9 , H 9 gRS
 .De meme, pour l'algebre B ( G S , j'aiÃ Á S G K
B ( G S f F G ( G G ( F G .  .[S G K K , H G K G K 9 , H 9
 .  .K , H , K 9 , H 9 gR S
et les considerations precedentes montrent que l'application u deÂ Â Â
 .  .B ( G S dans End W definie parÂS G K A SS
u u s u K , H F G ( u( F G .  .[ K 9 , H 9 K , H G G K 9 , H 9
 .  .K , H , K 9 , H 9 gRS
est un isomorphisme d'algebres.Á
D'autre part, si z est un automorphisme de S, alors le S-ensemble-S
 .   . . 4diagonal S = S r z s , s N s g S ne depend que de la classe de z dansÂ
 .Ext S , a isomorphisme pres. Je pose alorsÁ Á
Z s F S ( S = S r z s , s N s g S ( F S . 4 .  . .z 1 S S 1
S  .   . . 4  .Comme F commute avec S = S r z s , s N s g S lemme 10 , j'ai1
aussi
Z s F S ( S = S r z s , s N s g S 4 .  . .z 1 S
 .et si z 9 g Aut S , alors
Z ( Z s F S ( S = S r z s , s N s g S 4 .  . .z S z 9 1 S
( S = S r z 9 s , s N s g S s ??? 4 .  . .S
s F S ( S = S r zz 9 s , s N s g S s Z . 4 .  . .1 S zz 9
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 .D'ou un homomorphisme d'algebres de K Ext S dans A . Cet homomor-Á Á S
phisme est surjectif, car si L est un sous-groupe de S = S tel que
S  . SF ( S = S rL( F / 0, alors1 S S 1
 4  4p L s S, k L s 1 , p L s S, k L s 1 .  .  .  .1 1 2 2
  . . 4et il existe un automorphisme z de S tel que L s z s , s N s g S .
 .Il est de plus injectif, car le seul terme S = S rL figurant dans le
developpement de Z , pour lequel L verifie les proprietes ci-dessusÂ Â Â Âz
  . . 4correspond a L s L s z s , s N s g S , avec coefficient 1: en effet,Á z
l'element Z est combinaison lineaire d'elements de la formeÂ Â Â Â Âz
S = S rD X ( S = S rL ( S = S rL .  .  .  .S s S z
ou X est un sous-groupe de S, et s est une suite de sous-groupes que jeÁ
peux supposer normaux de S. Ce produit est aussi egal aÂ Á
S = S r D X ) L ) L . .  . .s z
  . .  .Mais si p D X ) L ) L s S, alors X s S et D X ) L ) L s L ) L .1 s z s z s z
 .  4  .  4  4Si de plus k L ) L s 1 , alors k L s 1 , donc sup s s 1 , et s est1 s z 1 s
reduite au groupe trivial. Et alors j'ai bien L ) L s L .Â s z z
En d'autres termes, je vois que l'algebre A est isomorphe a l'algebre duÁ Á ÁS
 .groupe Ext S . Il est clair que cet isomorphisme transforme l'idempotent
s ( F S en l'idempotentK , H S 1
1
l s a x .K , H K , HN K , H rK .G  .xgN K , H rKG
 .  .de K Ext S . Or en tant que K Ext S -modules, j'ai l'isomorphisme
K Ext S l f IndExtS . K . K , H a N K , H .r K .K , H G
et j'ai finalement montre le theoreme:Â Â Á
THEOREME 2. Si K est un corps de caracteristique 0 ou p ) 0 ne di¨ isantÂ Á Â
 .pas l'ordre de G, alors l'algebre G G est isomorphe au produit direct desÁ K
algebresÁ
End IndExtS . K[ExtS . a N K , H .r K .K , H G / .K , H gRS
lorsque S decrit les classes d'isomorphisme de groupes finis, l'ensembleÂ
R etant un systeme de representants des classes de conjugaison par G deÂ Á ÂS
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 .couples de sous-groupes K, H de G tels que KrH f S, le groupe
  . .  .  .a N K, H rK etant l'image de N K, H rK dans Ext S deduiteÂ ÂK , H G G
d'un tel isomorphisme.
 .COROLLAIRE. L'algebre G G est semi-simple.Á K
Â Â3. CATEGORIES ASSOCIEES
Le produit ( est associatif et possede un element neutre. Il est naturelÁ Â ÂG
d'essayer de lui associer une categorie dont les objets sont les groupesÂ
finis, un morphisme d'un groupe G dans un groupe H etant un H-ensem-Â
ble-G, le produit des morphismes etant donne par le produit ( . Il estÂ Â G
possible de raffiner un peu cette definition, en ne considerant que certainsÂ Â
types d'ensembles munis d'une double action.
3.1. Ensembles P-libres-Q
Soit P une famille non-vide de groupes finis telle que
1. Si P g P, et si Q : P, alors Q g P.
2. Si Qe P g P, alors PrQ g P.}
3. Si Qe P, si Q g P, et si PrQ g P, alors P g P.}
Remarque. Ces proprietes signifient en fait que P est la famille desÂ Â
groupes finis dont les facteurs de composition sont dans une famille
donnee de groupe finis simples.Â
Si G et H sont des groupes finis, et A un H-ensemble-G, je dirai que A
 .est P-libre resp. libre-P si pour tout a g A, le groupe H est dans Pa
 .resp. le groupe G dans P . Cette appellation tient au fait que, dans lea
cas ou P est reduite au groupe trivial, cette definition est celle d'unÁ Â Â
ensemble libre a gauche. Si Q est une autre famille ayant ces proprietes jeÁ Â Â
dirai de meme que A est P-libre-Q s'il est P-libre et libre-Q.Ã
Les ensembles P-libres se multiplient entre eux par le produit ( .G
LEMME 13. Soient G, H, et K des groupes. Soit A est un H-ensemble-G et
 .B un K-ensemble-H. Si A et B sont P-libres resp. libres-P , il en est de
meme de B( A.Ã H
 .Soit en effet b( a g B( A, et k g K tel que k b( a s b( a.H H H H
Alors il existe h g H tel que kb s bh et ha s a. Soit P l'ensemble des
h g H tels qu'il existe k g K avec kb s bh. Alors P est un sous-groupea
de H , donc P est dans P, de meme que son quotient Pr P.Ãa b
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Mais l'application qui a k g K associe dans Pr P l'image deÁ b( a bH
l'element h g H tel que kb s bh est bien definie et surjective. Son noyauÂ Â Â
est K qui est dans P par hypothese. Donc K est dans P, et B( AÁ b( ab HH
est P-libre. Le raisonnement pour les ensembles libres- P est analogue.
 .3.2. La categorie C P, QÂ
 .Je peux a present definir la categorie C P, Q : ses objets sont simple-Á Â Â Â
ment les groupes finis. Un morphisme du groupe G dans le groupe H est
un element du groupe de Grothendieck des H-ensembles-G qui sontÂ Â
P-libres-Q, ou encore une somme algebrique de tels H-ensembles-G queÂ
.j'appellerai aussi H-ensemble-G ¨irtuel . Le produit du K-ensemble-H
virtuel V difference des ensembles C et D et du H-ensemble-G virtuel UÂ
difference de A et B est donne par la regle des signesÂ Â Á
V (U s C y D ( A y B .  .
s C( A @ D( B y C( B @ D( A .  .  .  . .  .H H H H
ce qui a un sens car le produit ( est distributif a gauche et a droite parÁ ÁH
rapport aux reunions disjointes.Â
C'est une categorie additive, au sens ou pour tous groupes finis G et H,Â Á
 .l'ensemble Hom G, H a une structure de groupe abelien, telle queÂC  P , Q .
la composition des morphismes soit bi-additive.
Je vais en fait etudier les representations de cette categorie dans uneÂ Â Â
 .categorie de modules. Je fixe pour cela un anneau R, et je note F P, QÂ R
 .la categorie des foncteurs de C P, Q dans la categorie R-mod desÂ Â
R-modules de type fini, au sens des categories additives les foncteursÂ
.induisent des morphismes de groupes entre groupes d'homomorphismes .
Cette categorie de foncteurs est une categorie abelienne, et je disposeÂ Â Â
des notions classiques d'objets projectifs, injectifs, simples, etc.
 .Il est facile de verifier que la categorie F P, Q est equivalente a laÂ Â Â ÁR
categorie des foncteurs R-lineaires a valeurs dans R-mod de la categorieÂ Â Á Â
 .  .C P, Q ``produit tensoriel'' de C P, Q par R, i.e., la categorie dont lesÂR
objets sont les groupes finis, et telle que
Hom G, H s R m Hom G, H . .  .C  P , Q . C  P , Q .R
Dans cette categorie, un morphisme de G dans H est une combinaisonÂ
lineaire a coefficients dans R de H-ensembles-G, le produit de deuxÂ Á
morphismes etant defini par R-linearite.Â Â Â Â
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 .3.3. La categorie F P, QÂ R
3.3.1. Structure des foncteurs simples
w xIl resulte de BO2 que les foncteurs simples peuvent etre indexes parÂ Ã Â
 .des couples H, V ou H est un groupe fini et V un Ext H-module simple:Á
le foncteur simple associe au groupe H et au module V est donne parÂ Â
S G s L G rK G .  .  .H , V H , V H , V
 .  .  .avec L G s Hom H, G m V, le sous-module K G etantÂH , V EndH . H , V
 .l'ensemble des elements w s  c m ¨ tels que  fc ? ¨ s 0 pour toutÂ Â i i i i i i
 .f g Hom G, H .
Comme le groupe H est minimal pour S , il en resulte que siÂH , V
 .c g Hom H, G factorise sous la forme c s ab par un groupe K d'ordre
 .strictement plus petit que celui de H, alors dans S G ,H , V
c m ¨ s S a b m ¨ s 0 .  .H , V
 .car b m ¨ s 0 dans S K .H , V
 .Or si c s G = H rL, pour un sous-groupe L de G = H, alors en
 .  .   ..  .notant a resp. b une surjection de p L resp. de p L dans q L telle1 2
que
L s g , g g p L = p L N a g s b g 4 .  .  .  .  .1 2 1 2 1 2
je peux factoriser c sous la forme
c s G = q L r g , a g N g g p L 4 .  .  . .  .1 1 1 1
( q L = H r b g , g N g g p L 4 .  .  . .  .qL. 2 2 2 2
et si c est P-libre-Q, il en est de meme des deux facteurs du produitÃ
ci-dessus. Si donc c ne factorise pas par un groupe d'ordre strictement
inferieur a celui de H, et si c est un G-ensemble-H transitif, alors il existeÂ Á
un sous-groupe G de G et une surjection s de G dans H telle que1 1
Ker s g P, tels que
c s G = H r g , s g N g g G . 4 .  . .1 1 1 1
De plus, si u est un automorphisme de H, alors
c ( H = H r u h , h N h g H 4 .  . .H
f G = H r g , uy1s g N g g G . .  . 4 .1 1 1 1
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 .Donc dans S GH , V
G = H r g , uy1s g m ¨ .  . 4 .1 1
s G = H r g , s g N g g G m u ¨ . 4 .  . .1 1 1 1
Remarque. De meme, si x g G et y g H, alorsÃ
yxG = H r g , s g N g g G .  . 4 .1 1 1 1
s G = H r g , s g N g g G . 4 .  . .1 1 1 1
 .Si x normalise G et le noyau N de s, i.e., x g N G , N , alors il1 1 G 1 1
existe un automorphisme f de H tel que pour tout g g Gx 1 1
s xg s f s g . . .1 x 1
et dans ces conditions
yxG = H r g , s g N g g G .  . 4 .1 1 1 1
yxs G = H r g , s g N g g G s ??? .  . . 51 1 1 1
s G = H r g , i f s g N g g G .  . 4 .1 y x 1 1 1
 .en notant i l'automorphisme interieur associe a y. Donc dans L G ,Â Â Áy H , V
G = H r g , s g N g g G m ¨ 4 .  . .1 1 1 1
s G = H r g , s g N g g G m fy1 iy1 ¨ . 4 .  . .1 1 1 1 x y
 .Je vois donc que S G est engendre par les images des elementsÂ Â ÂH , V
G = H r g , s g N g g G m ¨ .  . . 51 G , N 1 1 11 1
ou j'ai choisi pour chaque representant des classes de conjugaison par GÁ Â
 .de couples G , N de sous-groupes de G tels que N g P et N eG , le1 1 1 1 1}
quotient G rN etant isomorphe a H, une surjection s de noyau NÂ Á1 1 G , N 11 1
de G sur H.1
 .Pour connaõtre K G , je dois evaluer les produitsÃ ÂH , V
f ( G = H r g , s g N g g G ? ¨ .  . . 5 /G 1 G , N 1 1 11 1
pour un morphisme f de G dans H.
Comme le module V est annule par tout morphisme factorisant par unÂ
groupe d'ordre strictement inferieur a celui de H, je peux supposer qu'ilÂ Á
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existe un sous-groupe G de G et une surjection t de G dans H, de2 2
noyau N g Q tels que2
f s H = G r t g , g N g g G . 4 .  . . .2 2 2 2
Je peux alors calculer le produit
H = G r t g , g N g g G ( G = H r g , s g N g g G 4  4 .  .  .  . .  .. .2 2 2 2 H 1 1 1 1
s ??? s H = H r t a , s ax N a g G l xG . 4 .  .  . . 2 1
xgG _GrG2 1
xN :G2 1
 .   .  x.. x 4Soit u s H = H r t a , s a N a g G l G . Alors u ? ¨ s 0, sauf six 2 1 x
il existe un automorphisme u de H tel que
t a , s ax N a g G l xG s u h , h N h g H . 4 4 .  .  . .  .2 1
 x .Ceci impose en particulier que t G l G s H, donc que2 1
G l xG N s G .2 1 2 2
mais comme N x : G , j'ai G l xG s G et G : xG .2 1 2 1 2 2 1
 x .Je dois avoir de meme s G l G s H doncÃ 2 1
G x l G N s G x ? N s G .2 1 1 2 1 1
ou encore G ? xN s xG .2 1 1
x  .  x.De plus, si a g N l G , alors t a s 1, et je dois avoir aussi s a s 1.2 1
 x .  4Donc s N l G s 1 et2 1
N x l G s N x : N .2 1 2 1
Et en particulier, comme N est dans P, le groupe N est aussi dans P,1 2
donc dans P l Q.
x  x.  .De meme, si a g G l N , alors s a s 1, et je dois avoir t a s 1.Ã 2 1
 x .  4Donc t G l N s 1 et2 1
G l xN : N2 1 2
mais comme N : xN , j'ai finalement2 1
G l xN s N et G ? xN s xG .2 1 2 2 1 1
 .Notation. Je resumerai les conditions ci-dessus en ecrivant G , N $Â Â }2 2
 x x .G , N .1 1
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Inversement, si ces conditions sont remplies, alors l'application uN ¬2
x  .u ? N est un isomorphisme l de G rN sur G rN . Si t resp. s designeÂ1 x 2 2 1 1
 .  .l'isomorphisme de G rN resp. de G rN sur H deduit de t resp. de s ,Â2 2 1 1
 x.  .je note u l'automorphisme de H tel que u s a s t a pour tout a g G .x x 2
Il peut etre defini parÃ Â
y1 y1u s tl s .x x
Finalement, je peux donc ecrireÂ
f ( G = H r g , s g N g g G ? ¨ s u ? ¨ . .  . . 5  /G 1 G , N 1 1 1 x1 1
xgG _GrG2 1
x x .  .G , N $ G , N}2 2 1 1
Je remarque alors que si G x : G , j'ai G xG s xG , et alors2 1 2 1 1
f ( G = H r g , s g N g g G ? ¨ s u ? ¨ . .  . . 5  /G 1 G , N 1 1 1 x1 1
xgGrG1
x x .  .G , N $ G , N}2 2 1 1
Je peux alors decomposer la somme sur GrG en une somme surÂ 1
 .  .GrN G , N et une somme sur N G , N rG :G 1 1 G 1 1 1
f ( G = H r g , s g N g g G ? ¨ s u ? ¨ . .  . . 5  /G 1 G , N 1 1 1 x y1 1
 .xgGrN G , NG 1 1
 .ygN G , N rGG 1 1 1
x x .  .G , N $ G , N}2 2 1 1
 .Mais comme pour y g N G , N , j'aiG 1 1
u s ax y s u fy1s ax s t a s u s ax .  .  .  .x y x y y x
je vois que u s u f .x y x y
 .   ..Alors le groupe N G , N rG agit sur V par y ? ¨ s f ¨ , et enG 1 1 1 y
posant
Tr NGG1 , N1.r G1 ¨ s f ? ¨ . 1 y
 .ygN G , N rGG 1 1 1
j'ai
f ( G = H r g , s g N g g G ? ¨ .  . . 5 /G 1 G , N 1 1 11 1
s ??? s u ? Tr NGG1 , N1.r G1 ¨ . . x 1
 .xgGrN G , NG 1 1
x x .  .G , N $ G , N}2 2 1 1
 .   .. 4L'element  G = H r g , s g N g g G m ¨ estÂ Â G , N .mod G 1 G , N 1 1 1 G , N1 1 1 1 1 1
 .  .donc dans K G si et seulement si pour tout f s H = G rH , V
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  . . 4t g , g N g g G , avec Ker t s N g P l Q, j'ai la relation2 2 2 2 2
u ? Tr NGG1 , N1.r G1 ¨ s 0. .  x 1 G , N1 1
 .  .G , N mod G xgGrN G , N1 1 G 1 1
x x .  .G , N $ G , N}2 2 1 1
 .Soit alors T G la somme directeH , V
T G s Tr NGG1 , N1.r G1 V .  .[H , V 1
 .G , N1 1
 .ou la somme porte sur les classes de conjugaison de couples G , N telsÁ 1 1
que N g P, N eG et G rN f H. Il resulte du raisonnement ci-dessusÂ1 1 1 1 1}
 .  . NGG1, N1.r G1 .que l'application de T G dans S G qui a w s Tr ¨ÁH , V H , V 1
 .   .4associe l'image de G = H r g , s g m ¨ est bien definie, et sur-Â1 G , N 11 1
jective, et cette application montre que
S G f T G rR .  .H , V H , V
ou R est l'ensemble des elements ¨ de la forme ¨ s  ¨ tels queÁ Â Â G , N G , N1 1 1 1
 .pour tout G , N avec N g P l Q,2 2 2
u ¨ s 0. . x G , N1 1
 .xgGrN G , NG 1 1
x x .  .G , N $ G , N}2 2 1 1
 4En particulier, dans le cas ou P : Q, si ¨ s  ¨ g R y 0 , alorsÁ G , N G , N1 1 1 1
 .je peux prendre pour G , N une paire maximale pour $ telle que}2 2
¨ / 0. La somme ci-dessus se reduit a ¨ s 0, et cette contradic-Â ÁG , N G , N2 2 2 2
tion prouve que R s 0. D'ou laÁ
 .PROPOSITION 6. Soit H un groupe, et V un R Ext H -module simple. Si
P : Q, alors pour tout groupe G,
S G f Tr NGG1 , N1.r G1 V .  .[H , V 1
 .G , N1 1
 .ou la somme porte sur les classes de conjugaison de couples G , N deÁ 1 1
sous-groupes de G tels que N eG , N g P, et G rN f H.1 1 1 1 1}
3.3.2. Exemples de foncteurs simples
 .a En caracteristique zero. Soit K un corps de caracteristique zero.Â Â Â Â
Je suppose que les familles P et Q sont la famille de tous les groupes
finis. Je vais evaluer le foncteur simple S pour le groupe G.Â 1, K
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 .Je dois trouver les couples G , N pour lesquels le quotient G rN est1 1 1 1
trivial. Cela revient a classer les sous-groupes G de G a conjugaison pres.Á Á Á1
NGG1, N1.r G1 .Comme Tr K s K, il est clair que S s'identifie au foncteur1 1, K
de Burnside.
 .b En caracteristique p ) 0. Soit k un corps de caracteristiqueÂ Â
p ) 0. Je suppose que les familles P et Q sont la famille de tous les
p-groupes finis. Je vais evaluer le foncteur simple S pour le groupe G.Â 1, k
 .Je dois trouver les couples G , N pour lesquels N est un p-groupe, le1 1 1
quotient G rN etant trivial. Cela revient a classer les p-sous-groupes deÂ Á1 1
NGG1, N1.r G1 .G. D'autre part, je dois calculer Tr 1 , qui est simplement le1
<  . < <  . <cardinal N G , N s N G rG , qui est non-nul dans k si et seule-G 1 1 G 1 1
ment si G est un Sylow de son normalisateur, donc un Sylow de G. En1
 .d'autre termes, le module S G est de dimension 1 sur k, pour tout G.1, k
3.3.3. Action sur les foncteurs simples
 .La proposition precedente permet d'identifier S G avec le quotientÂ Â H , V
 .T G rR. Si G9 est un autre groupe, il me reste a expliciter l'applicationÁH , V
 .S f , lorsque f est un G9-ensemble-G de la formeH , V
f s G9 = G rL .
pour un sous-groupe L de G9 = G.
 . NGG1, N 1.r G1 .Soit e g S G provenant de l'element Tr w de la com-Â ÂH , V 1
 .  .  .posante G , N de T G . Alors e est l'image dans S G de1 1 H , V H , V
G = H r g , s g N g g G m w. .  . . 51 G , N 1 1 11 1
Or, en posant s s s , j'aiG , N1 1
G9 = G rL ( G = H r g , s g N g g G 4 .  .  . .  . .G 1 1 1 1
s ??? s G9 = H rL)  x , 1. g , s g . 4 .  . . 1 1
 .xgp L _GrG2 1
x .k L :G2 1
 x, 1.  ..4Je dois chercher les elements x pour lesquels le groupe L) g , s gÂ Â 1 1
  .. <X Xest conjugue dans G9 = H d'un sous-groupe de la forme g , u s9 gÂ x G , N xx xX 4  X X .g g G pour un representant G , N convenable dans G9 des classes deÂx x x x
conjugaison de couples tel que N X g P et GXrN X f H, et un automor-x x x
phisme u de H. Cela revient a dire queÁ
k L)  x , 1. g , s g s 1 et p L)  x , 1. g , s g s H . 4  4 .  . .  . .  .2 1 1 2 1 1
  x, 1.  ..4.Or un element u est dans k L) g , s g si et seulementÂ Â 2 1 1
 .  x .   ..4si il existe un element ¨ tel que 1, ¨ g L et ¨ , u g g , s g ,Â Â 1 1
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 . x  .  x.i.e., s'il existe ¨ g k L l G s k L tel que u s s ¨ . Donc2 1 2
  x, 1.  ..4.  . xk L) g , s g s 1 si et seulement si k L : N .2 1 1 2 1
 .De meme, pour tout h g H, il doit exister u et ¨ tels que u, ¨ g L,Ã
x  x.   . x .avec ¨ g G et s ¨ s h. Ceci revient a dire que s p L l G s H,Á1 2 1
  . x.donc que N G l p L s G .1 1 2 1
Inversement, si ces conditions sont remplies, alors il existe un unique
 X X.representant G , N , un automorphisme a de H, et des elementsÂ Â Âx x x
y g G9 et h g H tels quex x
 .y , hx xX x , 1.
X XL) g , s g s g , a s9 g N g g G s ??? 4 .  . .  . 51 1 x x G , N x x xx s
hy xx X Xs g , a s9 g . . 5 /x x G , N xx x
 . .L'image de e par S G9 = G rL est alorsH , V






x ay1 w .  . .  .H , V 1 x
x
 .ou la somme porte sur les x g p L _ GrG tels queÁ 2 1
x x
k L : N , N G l p L s G . .  . .2 1 1 1 2 1
 .En particulier, cette condition impose que k L soit dans P, donc dans2
P l Q, et cette remarque montre que le foncteur S est le meme pourÃH , V
 .  .F P, Q et F P, P l Q .R R
3.4. Semi-simpliciteÂ
Il resulte de l'etude des foncteurs simples que pour etudier la semi-sim-Â Â Â
 .plicite eventuelle de la categorie F P, Q , je peux me contenter du cas ouÂ Â Â ÁR
Q : P. Je vais montrer ici, que si Q s P, et si R est un corps K de
 .caracteristique 0, alors la categorie F P, Q est semi-simple, au sens ouÂ Â ÁR
un objet indecomposable est simple.Â
3.4.1. Des idempotents orthogonaux
Notation. Les proprietes exigees de la famille P assurent l'existence,Â Â Â
pour chaque groupe, G, d'un plus grand sous-groupe normal de G qui soit
 .dans P. Je noterai O G ce sous-groupe.P
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Avec ces notations, si K est un sous-groupe de G, et P un sous-groupe
normal de K appartenant a P, je poseÁ
FG s F G .K , P K , H
H e K}
 .O H sPP
 .H mod N K , PG
 .C'est a priori un element de G G . Je vais montrer qu'il est dans l'algebreÁ Â Â ÁK
 .  .End G , que je noterai End G pour simplifier.C  P , P . K, PK
LEMME 14. A¨ec les notations ci-dessus
1
KG < <f s X x X , K x P , N tÄ ÄK , P X , NN K , P .G X:K
P:N e K}
NgP
G  .et les f , lorsque K, P decrit un systeme de representants des classes deÂ Á ÂK , P
conjugaison de couples de sous-groupes de G tels que P g P et P e K, sont}
 .des idempotents orthogonaux de End G , et leur somme est l'elementÂÂK, P
 .  .neutre G = G rD G .
En effet, j'ai vu que
1
KG < <F s X x X , K x H , N t .Ä ÄK , H X , NN K , H .G X:K
H:N e K}
Il en resulte queÂ
N K , H , P 1 .GGF s K , P N K , P N K , H .  .G G .O H sPP
K< <= X x X , K x H , N t .Ä Ä X , N
X:K
H:N e K}
 .  .  .Or si O H s P, alors N K, H, P s N K, H . D'autre part, si H estP G G
 .  .un sous-groupe normal de K, alors O H s H l O K . Mais le lemmeP P
w xH8, applique au treillis P, N des sous-groupes normaux de K contenantÂ
P et contenus dans N, montre que la somme
Kx wx H , NÄ
P:H e K}
H:N
 .HlO K sPP
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 .est nulle si N / N l O K , i.e., si N n'est pas un sous-groupe deP
 .  .O K , ou encore si N f P. Et si N g P, alors k D s X l N g P,P 1 X , N
 . Get k D s N g P. Il en resulte que F a bien la forme annoncee, etÂ Â2 X , N K , P
 .qu'il appartient a End G .Á K, P
 .  .  .Comme de plus, si K, H9 est conjugue de K, H , et tel que O H9 sÂ P
 .  .  . gP, alors il existe g g N K, P tel que K, H9 s K, H , les idempotentsG
F G qui figurent dans la somme FG sont deux a deux distincts, doncÁK , H K , P
orthogonaux, et FG est un idempotent. Le meme raisonnement prouveÃK , P
que les FG sont deux a deux orthogonaux, et un calcul simple montreÁK , P
que leur somme est egale a celle des F G . D'ou le lemme.Â Á ÁK , H
 .3.4.2. Identification de End GK, P
 .Je vais montrer que l'algebre End G est semi-simple, et pour cela,Á K, P
 .je vais utiliser une demonstration analogue a celle concernant G G .Â Á K
Notation. Si P est un sous-groupe normal de K, et si P g P, je note
K K  .F l'idempotent F de End K . Je remarque queP K , P K, P
F K s F K .P H
H e K}
 .O H sPP
 .  .LEMME 15. Soit L resp L9 un sous-groupe de K = K 9 resp. de K 9 = K
 .   . . K  .tel que k L g P resp. tel que k L9 g P . Alors F ( K = K 9 rL s 0,1 2 P K
 .  .  . Ksauf si k L : P et p L s K. De meme, le produit K 9 = K rL9( FÃ1 1 K P
 .  .est nul, sauf si k L9 : P et p L9 s K.2 2
K  .En effet, si le produit F ( K = K 9 rL est non-nul, alors il existe unP K
 .sous-groupe normal H de K tel que O H s P, etP
F K ( K = K 9 rL / 0. .H K
 .  .  .Alors p L s K, et k L : H. Alors k L est un sous-groupe normal de1 1 1
 .  .K qui est dans P, et en particulier k L : O H s P. Le raisonnement1 P
pour L9 est analogue.
Je peux alors introduire l'analogue des elements a et b : je poseÂ Â K , H K , H
K s KrP, et
KA s K = K r k , k N k g K ( F ( K = G rD K .  .  .  . 4K , P K P K
KB s G = K rD K ( F ( K = K r k , k N k g K . .  .  .  . 4K , P K P K
Alors pour calculer le produit A ( B , je commence par calculerK , P G K 9, P 9
S s F K ( K = G rD K ( G = K 9 rD K 9 ( F K 9 .  .  .  .P K G K P 9
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qui est la somme pour x g K _ GrK9 de
F K ( K = K 9 r k , k x N k g K l xK 9 ( F K 9 . 4 .  .P K K 9 P 9
Un tel produit est nul sauf si
p k , k x N k g K l xK 9 s K et p k , k x N k g K l xK 9 s xK 9, 4  4 .  .  .1 2
i.e., si K s xK 9. Je peux donc supposer K s K 9, et alors
S s F K ( K = K r k , k x N k g K ( F K . 4 .  . P K K P 9
 .xgN K rKG
Finalement, j'ai aussi par le lemme 10
F K ( K = K r k , k x N k g K 4 .  .P K
s K = K r k , k x N k g K ( F Kx 4 .  . K P
 .et il en resulte que le produit A ( B est nul si les couples K, PÂ K , P G K 9, P 9
 .et K 9, P9 ne sont pas conjugues par G. Et sinon,Â
A ( B s K = K r k , k N k g K .  . 4K , P G K , P
 .xgN K , P rKG
( K = K r k , k x N k g K ( ??? 4 .  .K K
K( F ( K = K r k , k N k g K . .  . 4K P K
De plus
xK = K r k , k N k g K ( K = K r k , k N k g K s ??? 4 .  .  .  . 4 K
xs K = K r k , k N k g K ( K = K r k , k N k g K . .  . 4 .  4 . K
J'ai alors, generalisant le lemme 11,Â Â
LEMME 16. Soit P un sous-groupe normal du groupe K, appartenant a P,Á
et K s KrP. Alors
K KK = K k , k N k g K ( F s F ( K = K r k , k N k g K . .  .  .  . 4  4K P 1 K
En effet, je sais que
1
KK < <F s X x X , K x P , N t .Ä ÄP X , N< <K X:K
P:N e K}
NgP
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De plus, le produit
K = K r k , k N k g K ( t .  . 4 K X , N
est nul si P ­ X, et egal aÂ Á
K = K r k , k N k g K )D .  . 4 .X , N
sinon. Le lemme resulte alors du fait que si P : N, en posant X s XrP etÂ
N s NrP, j'ai
k , k N k g K )D s D ) k , k N k g K . .  . 4  4X , N X , N
 .Finalement, le produit A ( B est nul si les couples K, P etK , P G K 9, P 9
 .K 9, P9 sont distincts modulo G, et
x KA ( B s K = K r k ,k N k g K ( F . .  4 .K , P G K , P K 1
 .xgN K , P rKG
De meme, commeÃ
K = K r k , k N k g K ( K = K r k , k N k g K .  .  .  . 4  4K
 .n'est autre que l'element t de T K , j'aiÂ Â K , P
K KB ( A s G = K rD K ( F ( t ( F ( K = G rD K . .  .  .  .K , P K K , P K P K K , P K P K
De plus, l'element F K est combinaison lineaire d'elements t , pourÂ Â Â Â ÂP X , N
X : K et P : N e K. Comme}
t ( t s t s tX , N K K , P X l K , N?P X , N
j'ai finalement F K ( t s F N, etP K K , P P
KB ( A s G = K rD K ( F ( K = G rD K . .  .  .  .K , P K K , P K P K
Comme de plus
G = K rD K ( t K ( K = G rD K s tG .  .  .  .K X , N K X , N
j'en deduis queÂ
GB ( A s N K , H rK F . .K , P K K , P G K , P
Continuant le parallele avec la demonstration de la semi-simplicite deÁ Â Â
 .  .  .G G , je suppose que les couples K, P et K 9, P9 sont tels queK
FG ( End ( FG / 0.K 9 , P 9 G K , P G K , P
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Alors il existe un G-ensemble-G, que je note X, qui est P-libre- P et tel
que
FG ( X ( FG / 0.K 9 , P 9 G G K , P
En posant Z s A ( X ( B ( A , j'aiK 9, P 9 G G K , P K K , P
K 9 KF ( Z( F s Z / 01 K 9 K 1
par le lemme 10. De plus l'ensemble Z est combinaison lineaire d'ensem-Â
bles P-libres- P. Il existe donc un sous-groupe L de K 9 = K, tel que
 .  .k L g P, et k L g P, et tel que1 2
K 9 KF ( K 9 = K rL( F / 0. .1 K 9 K 1
 .  .  .Il en resulte que p L s K 9, et que p L s K. De plus k L sÂ 1 2 1
 .  4  .k L s 1 , et alors les groupes K et K 9 sont isomorphes a q L .Á2
 .Alors si pour tout groupe fini S a isomorphisme pres , je poseÁ Á
C s FGS K , P
 .K , P mod G
P e K , PgP}
KrPfS
j'obtiens des idempotents centraux deux a deux orthogonaux deÁ
 .  .  .End G , dont la somme est G = G rD G .K, P
Alors en calquant toujours la demonstration du theoreme 2, je choisisÂ Â Á
un systeme R de representants des classes de conjugaison par G deÁ ÂP , S
 .couples K, P de sous-groupes de G tels que P g P, P e K et KrP f S.}
 .Pour chaque K, P g R , je choisis un isomorphisme p de K s KrPP , S K , P
 .sur S. Si x g N K, P , je note encore i l'automorphisme de K associe,ÂG x
x .  .  .tel que i k s k, et a le morphisme de N K, P rK dans Ext Sx K , P G
 . y1defini par a x s p ? i ? p .Â K , P K , P x K , P
Je pose alors
1
C s BK , P K , PN K , P rK .G
r s S = K r p k , k N k g K .  . 4 .K , P K , P
Ur s K = S r k , p k N k g K .  . 4 .K , P K , P
1
m s K = K r i k , k N k g K . .  4 .K , P xN K , P rK .G  .xgN K , P rKG
Us s r ( m ( r .K , P K , P K K , P K K , P
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Le lemme 10 montre que
KF ( K = K r i k , k N k g K . .  4 .1 K x
Ks K = K r i k , k N k g K ( F . .  4 .x K 1
Kdonc que F commute pour le produit ( avec m . Il en resulte queÂ1 K K , P
s ( FS s FS ( sK , P S 1 1 S K , P
 .et ce produit est un idempotent de End S .K, P
 .  .Alors si K, P et K 9, P9 sont deux elements de R , et siÂ Â P , S
u g FG ( End G ( FG .K , P G K , P G K 9 , P 9
je pose
K , Hu u s r ( A ( u( C ( r . .K 9 , P 9 K , P K K , P G G K 9 , P 9 K 9 K 9 , P 9
Le calcul de A ( B montre queK , P G K , P
Km ( F s A ( CK , P K 1 K , P G K , P
et celui de B ( A montre queK , P K K , P
GC ( A s F .K , P K K , P K , P
La transcription mot a mot du calcul du theoreme 2 montre alors queÁ Â Á
u K , P u g s ( FS ( End S ( s ( FS . .  .K 9 , P 9 K , P S 1 S K , P S K 9 , P 9 S 1
S  . SInversement, si ¨ g s ( F ( End S ( s ( F , je poseK , P S 1 S K, P S K 9, P 9 S 1
K , P Uf ¨ s C ( r ( ¨ ( r ( A .K 9 , P 9 K , P K K , P S S K 9 , P 9 K 9 K 9 , P 9
et le meme calcul que dans le theoreme 2 montre queÃ Â Á
f K , P ¨ g FG ( End G ( FG . .  .K 9 , P 9 K , P G K , P G K 9 , P 9
Elle montre aussi que les applications u K , P et f K , P sont des bijectionsK 9, P 9 K 9, P 9
 .  .inverses l'une de l'autre, et que pour trois elements K, P , K 9, P9 , etÂ Â
 .K 0, P0 de R , j'aiP , S
u K , P u ( u K 9 , P 9 u9 s u K , P u( u9 . .  .  .K 9 , P 9 S K 0 , P 0 K 0 , P 0 G
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Finalement, en notant E l'algebre FS ( End ( FS, et W le E -ÁS 1 S K, P S 1 S S
module
W s E ( s[S S S K , P
 .K , P gR P , S
les applications u et f etablissent des isomorphismes inverses l'un deÂ
 .  .l'autre entre l'algebre C ( End G et l'algebre End W .Á ÁS G K, P E SS
 .Il reste a voir que si L est un sous-groupe de S = S tel que k L g PÁ 1
 .et k L g P, et tel que2
FS ( S = S rL( FS / 0 .1 S S 1
 .alors les deux projections de L sont egales a S, et les deux groupes k LÂ Á 1
 .  .et k L sont triviaux. Ceci montre que l'application qui a z g Ext SÁ2
associe
Z s FS ( S = S r z s , s N s g S ( FS 4 .  . .z 1 S S 1
 .se prolonge en une surjection de l'algebre K Ext S sur E . Finalement,Á S
comme FS s C est central dans E , et comme1 S, 1 S
1 SS S< <F s X x X , S x 1, N tÄ Ä1 X , N< <S X:S
N e S}
NgP
je vois que Z est combinaison lineaire de termes de la formeÂz
t S ( S = S r z s , s N s g S s S = S rL 4 .  .  . .X , N S X , N , z
  . . 4ou j'ai pose L s D ) z s , s N s g S . Or si les deux projectionsÁ Â X , N, z X , N
 .  .de L sont egales a S, alors X s S. Et si k L s k L sÂ ÁX , N , z 1 X , N, z 2 X , N, z
 4  41 , alors X l N s 1 , et N est trivial. La somme Z comporte doncz
 .  .  .  .un seul terme S = S rL pour lequel p L s p L s S et k L s1 2 1
 .  4  .   . . 4k L s 1 , et ce terme est egal a S = S r z s , s N s g S .Â Á2
Le morphisme prolongeant l'application z ¬ Z est donc injectif, ce quiz
 .prouve que l'algebre E est isomorphe a K Ext S . Finalement, leÁ ÁS
theoreme 2 se generalise sous-la forme suivante.Â Á Â Â
PROPOSITION 7. Si K est un corps de caracteristique 0 ou p ) 0 neÂ
< <  .di¨ isant pas G , alors l'algebre End G est isomorphe au produit directÁ K, P
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des algebresÁ
End IndExtS . K[ExtS . a N K , P .r K .K , P G / .K , P gR P , S
lorsque S decrit les classes d'isomorphisme de groupes finis, l'ensemble RÂ P , S
etant un systeme de representants des classes de conjugaison par G de couplesÂ Á Â
 .K, P de sous-groupes de G tels que P g P, P e K et KrP f S, le groupe}
  . .  .  .a N K, P rK etant l'image de N K, P rK dans Ext S deduite d'unÂ ÂK , P G G
tel isomorphisme.
 .COROLLAIRE. L'algebre End G est semi-simple.Á K, P
3.4.3. ResidusÂ
 .Si M est un objet de F P, P , et si G est un groupe fini, je definis leÂK
 .residu M G de M en G par la formuleÂ
GM G s F ( M G .  .1 G
 G.cette notation designant par definition l'image de l'application M F .Â Â 1
 .  .C'est un K Ext G -module. Si P e K : G, le groupe N K, P rK agit surG}
 .M KrP , et je pose
ÃM G s M KrP s M KrP .  .  .  .N K , P rK[ [ G / .  .K , P K , P mod GG
 .ou les sommes portent sur les couples K, P de sous-groupes de G telsÁ
 .que P e K et P g P. C'est aussi un K Ext G -module.}
Ã .  .Je definis une application a de M G dans M G parÂ
a u s A ( u. . [ K , P G
 .K , P
Ã .  .J'ai de meme une application b de M G dans M G definie parÃ Â
b ¨ s B ( ¨ . .K , P . K , P K r P .
Les calculs de la section precedente et le fait que, puisque K est un corpsÂ Â
de caracteristique 0, j'aiÂ
 .N K , P rKGM KrP f M KrP .  . .N K , P rKG
N K , P .r KGs Tr M KrP . .1
montrent alors que a et b sont des isomorphismes inverses l'un de l'autre.
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 .PROPOSITION 8. Soit M un objet de F P, P , et G un groupe fini. AlorsK
 .N K , P rKGM G f M KrP .  .[
 .K , P mod G
 .ou la somme porte sur les classes de conjugaison de couples K, P deÁ
sous-groupes de G tels que P e K et P g P.}
Remarque. Comme l'idempotent FG est combinaison lineaire d'ele-Â Â ÂK , P
 .  .ments t , pour X : K et P : N, et comme q D f Xr X l N , ilX , N X , N
 .en resulte que t factorise par le groupe Xr X l N d'ordre stricte-Â X , N
< <  4ment plus petit que G , sauf si X s G et N s 1 , auquel cas K s G et
 4  .  . G  .P s 1 . Ainsi, si K, P / G, 1 , tout element de F ( M G estÂ Â K , P G
 . .combinaison lineaire d'elements de la forme M f u , pour des groupes HÂ Â Â
< < < <  .tels que H - G , des elements u g M H et des morphismes f de HÂ Â
dans G. Comme inversement, j'ai FG ( f s 0 pour tout morphisme de ce1 G
 .  .type, je vois que M G s'identifie au quotient de M G par la somme des
 .  ..M f M H , pour des groupes H d'ordre strictement inferieur a celui deÂ Á
G, et des morphismes f de H dans G.
 .Un raisonnement analogue montre que M G est l'ensemble des ele-Â Â
 .  . .ments u g M G tels que M f u s 0 pour tout groupe H d'ordre
strictement inferieur a celui de G et tout morphisme f de G dans H.Â Á
3.4.4. DecompositionÂ
 .Soit G un groupe fini. Si M est un objet de F P, P , et G un groupeK
Ã .  .  .fini, je note M G la partie de M G correspondant aux couples K, PG
tels que KrP f G, c'est-a-direÁ
M G s M KrP s ??? .  .  .N K , P rK[G G
 .K , P mod G
KrPfG
s B ( A ( M G s CG ( M G .  .[ K , P K r P K r P G G G
 .K , P mod G
KrPfG
avec
CG s C s FG .G G K , P
 .K , P mod G
KrPfG
Alors M est un sous-foncteur de M: en effet, si G9 est un autre groupe, siG
f est un G9-ensemble-G, et si pour un autre groupe fini G9, j'ai
CG9( f ( CG / 0G9 G9 G G
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 .  .alors il existe des couples K 9, P9 et K, P avec K 9 : G9 et K 9rP9 f G9,
et K : G et KrP f G, tels que
Z s A ( f ( F / 0.K 9 , P 9 G9 G K , P
 .  .Alors Z est un K 9rP9 -ensemble- KrP virtuel non-nul, combinaison
lineaire d'ensembles P-libres- P, tel queÂ
Z s F K 9r P 9( Z( F K r P .1 K 9r P 9. K r P . 1
Dans ces conditions, j'ai vu que K 9rP9 f KrP, et donc G9 s G, ce qui
 .  ..  .montre que M f M G : M G9 . Donc M est un sous-foncteur deG G G
M, et M est la somme directe des M , lorsque G decrit les classesÂG
d'isomorphisme de groupes finis.
G G .De plus, si G est un groupe tel que M G / 0, alors F ( C / 0, etG 1 G G
comme FG s CG, j'en deduis que G est isomorphe a G. Le seul residuÂ Á Â1 G
 .  .non-nul de M est donc M G s M G , car G est un groupe minimalG G G
G  .  .pour M , et ce dernier n'est autre que F ( M G s M G .G 1 G
 .D'autre part, si H est un groupe et V un End H -module simple, jeK, P
sais definir le foncteur simple S . Je peux supposer que H est un groupeÂ H , V
 .minimal pour S , ce qui revient a dire que V est un K Ext H -moduleÁH , V
simple. Le foncteur S est le quotient du foncteur L defini parÂH , V H , V
L G s Hom H , G m V .  .H , V End H .K , P
par son unique sous-foncteur maximal. J'ai montre que l'applicationÂ
G = H r g , s g N g g G m w .  . . 51 G , N 1 1 11 1
g L G ¬ Tr NGG1 , N1.r G1 w .  .H , V 1
 .passe au quotient en un isomorphisme de S G sur G , N .[ 1 1H , V
NGG1, N1.r G1 .Tr V , la somme directe portant sur les classes de conjugaison1
 .de couples G , N tels que N g P, N eG , et G rN f H.1 1 1 1 1 1 1}
NGG1, N1.r G1 .Or si Tr w s 0, comme K est un corps de caracteristique 0,Â1
je sais que w est somme de vecteurs de la forme f ? ¨ y ¨ , pour desn
vecteurs ¨ g V, et des automorphismes f de H provenant d'elements nÂ Ân
 .  .de N G , N . Et comme dans L G , j'aiG 1 1 H , V
G = H r g , s g N g g G m f ? ¨ .  . . 51 G , N 1 1 n1 1
s G = H r g , s g N g g G m ¨ .  . . 51 G , N 1 1 11 1
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 .  .  .je vois que w s 0 dans L G , ce qui prouve que L G s S G ,H , V H , V H , V
donc que L s S . De plus, si M est un foncteur quelconque,H , V H , V
Hom L , M s Hom V , M H . .  . .F  P , P . H , V End H .K K , P
 . Comme V est un End H -module projectif comme l'algebreÁK, P
 .  . .End G est semi-simple, tous les End G sont projectifs , et commeK, P K, P
 .le foncteur M ¬ M H est exact, je vois que le foncteur L s S estH , V H , V
 .un objet projectif de F P, P .K
 .Le raisonnement precedent montre que si V est un End H -moduleÂ Â K, P
 .non necessairement simple , le foncteur S s L est semi-simple etÂ H , V H , V
projectif. En particulier, pour tout groupe fini G, le foncteur S est unG, M G .
 .foncteur semi-simple et projectif, et l'application identique de M G dans
 .M G donne par adjonction un morphisme l de S dans M , qui estG G, M G . G
l'identite en evaluation au groupe G.Â Â
De plus, je sais que pour tout groupe G,
N K r P .r KGS G f Tr M G f ??? .  . .[G , M G . 1
KrPgG
 .K , P mod G
 .N K , P rKGf M KrP .[
KrPgG
 .K , P mod G
 .N K , P rKGf M KrP f M G . .  .[ G G
 .K , P mod G
Si je sais que l est surjectif, alors l sera un isomorphisme. Or le groupe G
< < < <est minimal pour S et pour M . Donc l est nul si G - G , doncG, M G . G G
un isomorphisme, et c'est aussi un isomorphisme si G f G. Soit alors G un
groupe d'ordre minimal tel que l ne soit pas surjectif. Comme G n'estG
 .  .pas isomorphe a G, je sais que M G s 0. Alors tout element w de M GÁ Â ÂG
 . .est combinaison lineaire d'elements de la forme M f u , pour desÂ Â Â G
groupes H d'ordre strictement plus petit que celui de G, des elementsÂ Â
 .u g M H et des morphismes f de H dans G. Comme l est surjectif, ilG H
 .  .existe ¨ g S H tel que ¨ s l u , et alorsG, M G . H
M f u s M f l ¨ s l S f ¨ .  .  .  .  .  .G G H G G , M G .
 . .et M f u est dans l'image de l , qui est donc surjective. CetteG G
contradiction prouve que l est surjective pour tout G, donc que c'est unG
isomorphisme. En particulier, le foncteur M est semi-simple, et le fonc-G
 .teur M l'est aussi. Ainsi tout objet de la categorie F P, P est semi-sim-Â K
ple. Finalement, j'ai prouve leÂ
FONCTEURS ENTRE CATEGORIES DE G-ENSEMBLESÂ 803
THEOREME 3. Si K est un corps de caracteristique 0, alors la categorieÂ Á Â Â
 .F P, P est semi-simple: le foncteur M se decompose enÂK
M f S[ G , M G .
G
la somme portant sur les classes d'isomorphisme de groupes finis.
4. APPLICATIONS
4.1. Foncteurs de Mackey
4.1.1. Composition
Une des definitions possibles des foncteurs de Mackey est la suivante:Â
soit R un anneau commutatif. Un foncteur de Mackey M pour le groupe
G, a valeurs dans R-mod, est un bifoncteur de G-ens dans R-mod,Á
 .c'est-a-dire un couple de foncteurs M*, M# de G-ens dans R-mod, avecÁ
M* contravariant et M# covariant, qui coõncident sur les objets i.e.,È
 .  .  . .M* X s M# X s M X pour tout G-ensemble X , et possedant lesÂ
deux proprietes suivantes:Â Â
 .1 Si X et Y sont des G-ensembles, soient i et i les injectionsX Y
 .respectives de X et Y dans X @Y. Alors les applications M* i [X
 .  .  .M* i et M# i [ M# i sont des isomorphismes de R-modules in-Y X Y








 .  .est un diagramme cartesien de G-ensembles, alors M* b ? M# a sÂ
 .  .M# d ? M* g .
Soit alors H un autre groupe, et F un foncteur de G-ens dans H-ens. Si
M est un foncteur de Mackey pour le groupe H, et si X est un G-ensem-
ble, je pose
M( F X s M F X . .  .  . .
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De meme, si Y est un H-ensemble, et f un morphisme de H-ensembles deÃ
X dans Y, je pose
M( F * f s M* F f , M( F # f s M# F f . .  .  .  .  .  . .  .
J'ai ainsi defini un bifoncteur sur les G-ensembles.Â
PROPOSITION 9. Si M est un foncteur de Mackey pour le groupe H, et F un
 .  .foncteur de G-ens dans H-ens possedant les proprietes 1 et 2 du theoremeÂ Â Â Á
1, alors M( F est un foncteur de Mackey pour le groupe G.
En effet, j'ai le diagramme commutatif suivant de G-ensembles:
 .  .F i F iX Y6 6F X F X @Y F Y .  .  .
6
6
fi iF X . F Y .6
F X @ F Y .  .
 .  .ou f est l'application F i @ F i . En prenant l'image par M* et M# deÁ X Y
ce diagramme, j'obtiens le diagramme commutatif suivant de R-modules,





6  .  ..   .  ..M F X @ F Y M F X @ F Y
avec
S s M( F X [ M( F Y .  .
a s M( F # i [ M( F # i .  .  .  .X Y
b s M( F * i [ M( F * i .  .  .  .X Y
g s M# i [ M# i .  .F  X . F Y .
d s M* i [ M* i .  .F  X . F Y .
a s M* F i @ F i .  . .X Y
b s M* F i @ F i . .  . .X Y
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Or si M est un foncteur de Mackey, et si f est un isomorphisme de U sur







 .  .  .  .est cartesien, donc M* f ? M# f s M# Id ? M* Id s Id. Il en resulteÂ Â
 .   ..y1  .que M* f s M# f . Comme F possede la propriete 1 , l'applica-Á Â Â
 .  .tion F i @ F i est un isomorphisme, et le produit b ? a est doncX Y
l'identite. Alors le produit des fleches en oblique du diagramme precedentÂ Á Â Â
vaut
d ? b ? a ? g s M* i [ M* i ? M# i [ M# i .  .  .  . . F  X . F Y . F  X . F Y .
qui est l'identite si M est un foncteur de Mackey. DoncÂ
M( F * i [ M( F * i .  .  .  . .X Y
? M( F # i [ M( F # i s Id .  .  .  . .X Y
et un raisonnement analogue montre que
M( F # i [ M( F # i .  .  .  . .X Y
? M( F * i [ M( F * i s Id .  .  .  . . .X Y
et le foncteur M( F possede la premiere propriete des foncteurs deÁ Á Â Â
Mackey.







 .est cartesien, alors comme F possede la propriete 2 , le diagrammeÂ Á Â Â
 .F g 6
F T F Y .  .
6
 . . F aF d
6  .F b 6
F XF Z  . .
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l'est aussi, et puisque M est un foncteur de Mackey, j'ai alors
M* F b ? M# F a s M# F d ? M* F g .  .  .  . .  .  .  .
ce qui montre que M( F est bien un foncteur de Mackey.
4.1.2. Identification
Notation. Si G et H sont des groupes, si A est un H-ensemble-G, et
M un foncteur de Mackey pour le groupe H, je noterai M( A le foncteur
de Mackey pour G defini par composition de M avec le foncteur A( ].Â G
Pour interpreter ce foncteur en termes plus classiques, je remarqueÂ
 .d'abord que le foncteur M( A@ B s'identifie a la somme directeÁ
 .  .M( A [ M( B . Il suffit donc de considerer le cas ou A est isomorpheÂ Á
 .a H = G rL, pour un sous-groupe L de H = G. Alors si X est unÁ
G-ensemble, j'ai
M( A X s M A( X s M Ind H X k 2L. . .  .  .  .G p L.1
Or si G9 est un sous-groupe de G, alors la restriction de M a G9 peut etreÁ Ã
definie parÂ
ResG M X 9 s M IndG X 9 . . .  .G9 G9
De meme pour l'induction des foncteurs de Mackey, j'aiÃ
IndG M9 X s M ResG X . . .  .G9 G9
D'autre part, si N est sous-groupe normal de G, alors l'inflation des
foncteurs de Mackey du groupe G9 s GrN au groupe G peut etre definieÃ Â
par
Inf G M9 X s M X N . .  . .G9
Inversement, je noterai r G , la ``coinflation'' des foncteurs de Mackey duG9
groupe G au groupe G9, defini parÂ
r G M X 9 s M Inf G X 9 . .  .G9 G9
 .  .Enfin, en notant u l'isomorphisme canonique entre p L rk L etL 1 1
 .  .  .p L rk L deduit du groupe L, et M ¬ u M le transport par isomor-Â2 2
phisme d'un foncteur de Mackey, je vois que le foncteur M( A s'iden-
tifie aÁ
M( A f IndG Inf p2L. u r p1L. ResH M . .p L. p L.r k L. L p L.r k L. p L.2 2 2 1 1 1
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4.1.3. FonctorialiteÂ
J'ai vu que si le foncteur F de G-ens dans H-ens possede les proprietesÁ Â
 .  .1 et 2 , alors F induit un foncteur entre les categories de foncteurs deÂ
Mackey correspondantes. Une question naturelle est alors de savoir si
cette construction est fonctorielle en F: en d'autres termes, si F9 est un
 .  .autre foncteur de G-ens dans H-ens possedant les proprietes 1 et 2 , si uÂ Â
un morphisme de foncteurs de F9 dans F, et si M est un foncteur de
Mackey pour le groupe H, a quelle condition u induit-il un homomor-Á
phisme de foncteurs de Mackey de M( F dans M( F9?
J'ai deux manieres d'associer a u un morphisme de foncteurs de MackeyÁ Á
eventuel: la premiere consiste a poser, pour un G-ensemble-XÂ Á Á
u U s MU u .X X
 . .  . .c'est une application de M( F X dans M( F9 X , et l'ensemble de
ces applications est susceptible de definir un morphisme u * de foncteursÂ
de Mackey de M( F dans M( F9.
Inversement, je peux poser
u# s M# u . .X X
 . .  . .C'est une application de M( F9 X dans M( F X , definissantÂ
eventuellement un morphisme u# de foncteurs de Mackey de M( F9 dansÂ
M( F.
Pour savoir si u * est un morphisme de foncteurs de Mackey, je dois
verifier que si f : X ª Y est un morphisme de G-ensembles, alors lesÂ
carresÂ
  ..M * F f 6
M( F X M( F Y .  .
6
UU uu YX
6   ..M# F 9 f 6
M( F9 YM( F9 X  . .
et
  ..M * F f
6M( F X M( F Y .  .
6
UU uu YX
6   ..M * F 9 f
6 M( F9 YM( F9 X  . .
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commutent. Pour le second, c'est facile, car
u U MU F f s MU u MU F f s MU F f u s ??? .  .  .  . .  .  .X X X
s MU u F9 f s MU F9 f MU u .  .  . . .Y Y
s MU F9 f u U . . . Y
Pour faire commuter le premier carre, il semble par contre necessaireÂ Â
 .d'imposer a u la condition C suivante: si X et Y sont des G-ensembles,Á
et f un morphisme de X dans Y, alors le carreÂ
 .F 9 f 6
F9 X F9 Y .  .
6
uu YX
6  .F f 6
F YF X  . .
est cartesien. Dans ces conditions en effet, comme M est un foncteur deÂ
Mackey, j'ai bien
M* F9 f u U s M# F9 f MU u .  .  . .  .X X
s MU u M# F f s u U M# F f .  .  . .  .Y Y
ce qui prouve que u * est un morphisme de foncteurs de Mackey. Un
 .raisonnement analogue montre que si C est verifiee, alors u# est unÂ Â
morphisme de foncteurs de Mackey. D'ou laÁ
PROPOSITION 10. Soit u est un morphisme de foncteurs de F9 dans F
 .¨erifiant la condition C . Si M est un foncteur de Mackey pour H, alors u * estÂ
un morphisme de foncteurs de Mackey de M( F dans M( F9, et u# est un
morphisme de foncteurs de Mackey de M( F9 dans M( F.
Par le theoreme 1, je peux supposer que F est le foncteur U( ] et F9Â Á G
le foncteur U9( ], pour des H-ensembles-G convenables, notes U et U9.ÂG
Il est naturel de se demander a quelle condition un morphisme f deÁ
H-ensembles-G de U9 dans U induit un morphisme de foncteurs f ( ] deG
 .F9 dans F verifiant la condition C .Â
Si X est un G-ensemble, la seule definition raisonnable de l'applicationÂ
f ( X de U9( X dans U( X est la suivanteG G G
f ( X u9( x s f u9 ( x . .  .  .G G G
Malheureusement, rien ne dit que si G : G , alors G : G , donc queu9 x f u9. x
 .f u9 ( x g U( X. Une facËon de s'en assurer est d'imposer pour toutG G
u9 g U9 l'egalite des stabilisateurs G s G, ce qui revient a dire que laÂ Â Áu9 f u9.
restriction de f a chaque orbite a droite de G sur U9 est injective.Á Á
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Dans ces conditions, je peux definir l'application f ( X de U9( X dansÂ G G
U( X. Si a est un morphisme de G-ensembles de X dans Y, il est clairG
que le carreÂ
U9( aG 6
U9( X U9( YG G
6
f ( Yf ( X GG
6 U( aG 6
U( YU( X GG
commute, car
U( a ? f ( X u9( x .  .  .G G G
s U( a f u9 ( x s f u9 ( a x s ??? .  .  .  . .G G G
s f ( Y u9( a x s f ( Y ? U9( a u9( x . .  .  .  .  .  . .G G G G G
Ce carre est de plus cartesien: si en effet les elements u9( y g U9( Y etÂ Â Â Â G G
u( x g U( X sont tels queG G
f ( Y u9( y s f u9 ( y s U( a u( x s u( a x .  .  .  .  .  .G G G G G G
 . y1  .alors il existe g g G tel que f u9 s u ? g et y s g ? a x . Alors l'ele-Â Â
ment u9( gy1 x ne depend pas du choix d'un tel g, car si u ? g 9 s u, alorsÂG
y1 y1  .  y1 .  .g 9 x s x et g 9 ? a x s a g 9 ? x s a x , car u( x g U( X. Il estG G
de plus dans U9( X, car si g 9 g G est tel que u9 ? g 9 s u9, alorsG
u ? g s f u9 s f u9 ? g 9 s f u9 ? g 9 s u ? gg 9 .  .  .  .
donc u s u ? g g 9, et comme u( x g U( X, j'ai g g 9 ? x s x, ou encoreG G
 y1 . y1g 9 ? g ? x s g ? x.
Enfin j'ai bien
U9( a u9( gy1 x s u9( a gy1 x s u9( y .  . .G G G G
et
f ( X u9( gy1 x .  .G G
s f u9 ( gy1 x s u ? g ( gy1 x s u( x . . G G G
Inversement, si ¨ ( z est un element de U9( X dont les images parÂ ÂG G
U9( a et f ( X sont respectivement u9( y et u( x, je peux ecrireÂG G G G
¨ ( a z s u9( y , f ¨ ( z s u( x . .  .G G G G
 . y1Il existe donc g g G tel que f ¨ ? g s u et g ? z s x. Et comme ¨ ?
y1  .g ( g ? z s ¨ ( z, je peux supposer g s 1; i.e., f ¨ s u et z s x.G G
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y1  .Alors il existe g 9 g G tel que ¨ ? g 9 s u9 et g 9 ? a z s y. Alors j'ai
 .  . y1  .bien f u9 s f ¨ ? g 9 s u ? g 9 et y s g 9 ? a x , donc ¨ ( z est egal aÂ ÁG
l'element defini precedemment.Â Â Â Â Â
Donc si f est un morphisme de H-ensembles-G de U9 dans U qui est
injectif sur les orbites a droite de G sur U9, je lui associe un morphisme deÁ
 .foncteurs f ( ] de U9( ] dans U( ], et ce morphisme verifie C .ÂG G G
Je vais montrer inversement que si u est un morphisme de foncteurs
 .verifiant C de F9 s U9( ] dans F s U( ], alors u provient naturelle-Â G G
ment d'un morphisme de H-ensembles-G de U9 dans U, qui est de plus
injectif sur chaque orbite a droite de G sur U9.Á
 .  .Je note tout d'abord que la condition C impose la structure de F9 X ,
 .lorsque F, F9 pt et u sont connus. En effet, le diagrammept
 .F 9 pX 6
F9 X F9 pt .  .
6
uu ptX
6  .F pX 6
F ptF X  . .
 .doit etre cartesien, donc F9 X est isomorphe a la limite projective duÃ Â Á
systeme forme par les trois autres ensembles.Á Â
 .De plus, si F s U( ], alors F pt s'identifie naturellement a UrG.ÁG
Soit alors
A s u , u9G g U = U9rG N uG s u u9G . .  . 4pt
Je fais de A un H-ensemble-G en posant
h ? u , u9G ? g s h ? u ? g , h ? u9G .  .
 .  .pour h, g g H = G et u, u9G g A.
La premiere projection p est alors un morphisme de H-ensembles-G deÁ
A dans U, et la seconde p 9 factorise par un isomorphisme f de H-ensem-
 . .bles de ArG sur U9rG, defini par f u, u9G G s u9G: en effet, siÂ
 .u9G g U9rG, alors il existe u g U tel que uG s u u9G , et alorspt
 .  ..  ..u, u9G g A est tel que u9G s p 9 u, u9G . Et si p 9 u, u9G s
 ..p 9 ¨ , ¨ 9G , alors u9G s ¨ 9G, donc uG s ¨G, et il existe g g G tel que
 .  .  .¨ s u ? g. Dans ces conditions, j'ai ¨ , ¨ 9G s u ? g, u9G s u, u9G g, et
 .  .¨ , ¨ 9G G s u, u9G G.
Comme de plus le morphisme p est injectif sur les orbites a droite de G,Á
 .  .puisque u, u9G ? g s u, u9G si et seulement si u s u ? g, je sais que p
 .induit un morphisme de foncteurs p ( ] verifiant C de A( ] dansÂG G
U( ], et en particulier le carre de gauche du diagramme suivant estÂG
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cartesien:Â
A( p fG X 6 6A( X A( pt U9( ptG G G
6 6 6
up ( X p ( pt ptG G
6 6
U( X U( pt U( ptG G GU( p IdG X
La definition de A montre d'autre part que le carre de droite estÂ Â
commutatif, et que ses fleches horizontales sont des isomorphismes. Il enÁ
resulte qu'il existe un isomorphisme m unique de U9( X sur A( X, telÂ X G G
que
f ? A( p ? m s U9( p et p ( X ? m s u . .  .G X X G X G X X
L'unicite de m montre de plus que si f est un morphisme de X dans leÂ X
 .  .G-ensemble Y, alors A( f ? m s m ? U9( f , donc que les mG X Y G X
definissent un isomorphisme m du foncteur U9( ] sur le foncteur A( ].Â G G
Alors U9 est isomorphe comme H-ensemble-G a l'ensemble A, et leÁ
morphisme u provient du morphisme p ( ], ce qui prouve finalement laG
PROPOSITION 11. Soient U et U9 des H-ensembles-G, u un homomor-
phisme du foncteur U9( ] dans le foncteur U( ]. Les conditions sui¨ antesG G
sont equi¨ alentes:Â
 .1. Le morphisme u ¨erifie la condition C .Â
2. Il existe un morphisme p de H-ensembles-G de U9 dans U, injectif
sur les orbites a droite de G, tel que u s p ( ].Á G
4.2. Classes de conjugaison et cohomologie de Hochschild
w xSi G est un groupe, je note G un systeme de representants des classesÁ Â
de conjugaison de G, et je pose
c s t@G C  g . ,  g:G
w xgg G
 .considere comme element de T G . Si M est un foncteur de Mackey pourÂ Â Â Â
 .le groupe G, et si K est un sous-groupe de G, alors en notant C g leG
 .  :quotient C g r g , j'aiG
G CG g . CG g . GM(c s Ind Inf r Res M .[G C  g . C  g . C  g . C  g .G G G Gw xgg G
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En particulier, si K est un sous-groupe de G, j'ai
G CG g . CG g . GM(c K s Ind Inf r Res M GrK s ??? .  .  .[G C  g . C  g . C  g . C  g .G G G Gw xgg G
CG g . CG g . G Gs Inf r Res M Res GrK s ???[  .C  g . C  g . C  g . C  g .G G G Gw xgg G
gC  g . G GGs r Res M Res GrK s ???[  . /C  g . C  g . C  g .G G Gw xgg G
gC  g .G GGs M Ind Inf Res GrK .[  .C  g . C  g . C  g . /G G Gw xgg G
 .Or en tant que C g -ensemble, j'aiG
g
G
xRes GrK s C g rC g .  .@ .C  g . G KG
 .  .xgC g _T g , K rKG G
et finalement
M(c K s M Cx g .  .  . .[ [G K
w x  .  .gg G xgC g _T g , K rKG G
ce qui peut encore s'ecrire, en sommant sur g x g KÂ
M(c K s M C k . .  .  . .[G K
w xkg K
Je noterai HM le foncteur compose M(c : cette notation tient au faitÂ G
i .   ..que si M est le foncteur de Mackey H ], R resp. H ], R , alorsi
 . .l'egalite ci-dessus permet d'identifier M(c K avec le i-eme groupe deÂ Â ÁG
 .cohomologie resp. d'homologie de Hochschild de K, souvent noteÂ
i .   ..  w x.HH K, R resp. HH K, R cf. BE .i
En particulier, la cohomologie de Hochschild peut etre dotee d'uneÃ Â
structure de foncteur de Mackey: dans le cas i s 0, cette structure n'est
autre que celle du foncteur de Mackey ``centre de l'algebre de groupe,''Á
duale de celle des fonctions centrales: ce foncteur Z est tel que pour tout
 .sous-groupe K de G, j'ai Z K s ZRK. La restriction de l'elementÂ Â
 r ? x de ZRK au sous-groupe K 9 : K est definie par projectionÂx g K x
ResK r ? x s r ? x K 9 x x
xgK xgK 9
alors que le transfert a K de l'element  r ? x de ZRK 9 est defini parÁ Â Â Âx g K 9 x
les traces relatives
Tr K r ? x s r ? k x . K 9 x x /
xgK 9 kgKrK 9
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Plus generalement, la structure de foncteur de Mackey pour la cohomolo-Â Â
gie de Hochschild peut etre definie ainsi: siÃ Â
??? ª L ª L ª RK ª 01 0
est une resolution de RK par des RK-bimodules projectifs, alors enÂ
restreignant ces bimodules a K 9, j'obtiens une resolution de RK par desÁ Â
RK 9-bimodules projectifs. D'autre part,
Hom Res L#, RK 9 f Hom L#, IndK=K RK .  .K 9=K 9 K 9=K 9 K=K K 9=K 9
Les groupes de cohomologie du membre de gauche sont egaux aÂ Á
 . K=KHH* K 9, R . Le morphisme canonique de Ind RK dans RK fournitK 9=K 9
alors un homomorphisme du complexe du second membre dans le com-
 .  .plexe Hom L#, RK , dont la cohomologie est egale a HH* K, R .Â ÁK=K
 .  .D'ou finalement le transfert de HH* K 9, R dans HH9 K, R . La restric-Á
tion se deduit de meme du morphisme de RK dans Ind K=K RK 9.Â Ã K 9=K 9
Dans le cas general d'un foncteur de Mackey M, si K est un sous-groupeÂ Â
 .de G, alors HM K est aussi egal aÂ Á
HM K s M C k .  . .[ K /
kgK K
K  .  .  .et si L : K, alors le transfert T m de HM L dans HM K deL l
  ..l'element m g M C l est donne parÂ Â Âl L
T K m s tCK  l . m g M C l .  .  . .L l C  l . l KL
K  .et la restriction R m est donnee parÂL k
R K m s xy1 r CK k . m .  .L k C k . kxL
xgK
xk gL
y1 CK k .  .   x..ou l'element x r m est dans M C k .Á Â Â C k . k LxL
4.3. Foncteurs de Mackey et conjecture d' Alperin
w xDans TH-WE , Thevenaz et Webb proposent la conjecture suivante,Â
qu'ils prouvent etre equivalente a la conjecture d'Alperin.Ã Â Á
Conjecture. Pour tout groupe fini G, et tout nombre premier p, il
 .  .existe des foncteurs de Mackey M et M , tels que M H et M H sont1 2 1 2
des espaces vectoriels sur un corps R de caracteristique 0 ou premiere aÂ Á Á
< <G , satisfaisant les conditions suivantes:
1. Pour tout sous-groupe H de G, les restrictions ResG M etH 1
ResG M sont projectifs par rapport au sous-groupes p-locaux de H.H 2
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2. Pour tout sous-groupe H de G,
dim M H y dim M H s np H .  .  .1 2
 .ou np H designe le nombre de RG-modules simples non-projectifs.Á Â
Les definitions des sections precedentes permettent de donner uneÂ Â Â
version explicite de cette conjecture. Soit en effet s l'idempotent EG,G 1
 .lorsque F est la famille s G des p-sous-groupes de G, i.e.,p
< <ss s y y1 t . .G N  s. , sG
inf ss1
  ..sgSd s G rGp
Soit d'autre part FP le foncteur de Mackey dont la valeur en toutR
sous-groupe de G est egale a l'anneau R, la restriction r K etant l'identite,Â Á Â ÂH
K w xet le transfert t la multiplication par K : H . Alors pour tout G-ensem-H
 . w x . w xble X, j'ai FP X s Hom X , R , en notant X le RG-module deR G
 .permutations de base X. Donc FP X admet une base sur R, en bijectionR
avec G _ X.
Soit alors A un G-ensemble-G. La valeur de FP ( A en G est egale aÂ ÁR
FP ( A G s FP A( GrG s FP ArG .  .  .  . .R R G R
et admet donc une base en bijection avec G _ ArG.
 .Soit alors Alp s c ( s g G G . Le calcul donneG G G G
< <sAlp s y y1 t ( t . . G C  g . , g G N  s. , sG G
w x  4gg G inf ss 1
  ..sgSd s G rGp
En developpant le produit t ( t et en reorganisant la somme,Â ÂC  g ., g G N  s., sG G
il vient
< <sAlp s y y1 t .G C  g .l N  s. ,  g:?sup sG G
  ..  4ggG , sgSd s G , inf ss 1p
 .ggN sG
 .g , s mod G
 .Comme t est un G-ensemble-G transitif pour tout X, N , j'aiX , N
< <G _ t rG s 1, et alorsX , N
< <s< <G _ Alp rG s y y1 .G
  ..  4ggG , sgSd s G , inf ss 1p
 .ggN sG
 .g , s mod G
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ce qui s'ecrit encoreÂ
< <s< <G _ Alp rG s y y1 k N s .  . .G G
  ..sgSd s G rGp
 4inf ss 1
 .en notant k H le nombre de classes de conjugaison de sous-groupes du
groupe H.
 w x.En particulier, la version de Robinson cf. KN-RO de la conjecture
 .d'Alperin donne la valeur conjecturale du second membre, egale a f G ,Â Á 0
nombre de modules simples projectifs sur un corps k algebriquement closÂ
de caracteristique p. Cette conjecture equivaut donc aÂ Â Á
< <G _ Alp rG s f G . .G 0
De meme, le lemme 5 montre que le produitÃ
t ( s s t ( EGC  g . ,  g: G G C  g . ,  g: G 1G G
 :.  4est nul si O g n'est pas contenu a conjugaison pres dans P s 1 , i.e.,Á Áp
si g n'est pas un p9-element. Donc, en posantÂ Â
cX s tG C  g . ,  g:G
w xgg Gp9
j'ai aussi
Alp s cX ( sG G G G
< <ss y y1 t . C  g .l N  s. ,  g:?sup sG G
  ..  4ggG , sgSd s G , inf ss 1p9 p
 .ggN sG
 .g , s mod G
ce qui redemontre que la conjecture d'Alperin equivaut aussi aÂ Â Á
< <sf G s y y1 l N s .  .  . .0 G
  ..sgSd s G rGp
 4inf ss 1
 .en notant l H le nombre de classes de conjugaison p-regulieres de H.Â Á
Finalement, j'observe que c et s , donc aussi Alp , commutent aÁG G G
l'induction, au sens suivant.
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LEMME 17. Soit H un sous-groupe de G. Alors
c ( G = H rD H s G = H rD H ( c .  .  .  .G G H H
cX ( G = H rD H s G = H rD H ( cX .  .  .  .G G H H
s ( G = H rD H s G = H rD H ( s . .  .  .  .G G H H
En effet, soit X un sous-groupe de G normalisant N. Alors




D )  x , 1.D H s a, b N 'c, a g X , a ? cy1 g N , c x s b g H s ??? 4 .  .X , N
y1xs a, b N a g X , b g H , a ? b g N .  . 4
ou encore
D )  x , 1.D H s  x , 1. a, b N a g X x , a ? by1 g N x s ??? 4 .  .X , N
s  x , 1. a, b N a g X x l H , a ? by1 g N x 4 .
la derniere egalite resultant du fait que b g H et N x : H. Finalement,Á Â Â Â
D )  x , 1.D H s  x , 1. D H )D x x .  . .X , N X l H , N
de sorte que
G = H r D ) x , 1.D H .  . .X , N
s G = H rD H ( H = H rD x x . .  .  .H X l H , N
Alors pour la premiere assertion du lemmeÁ
c ( G = H rD H .  .G G
s t ( G = H rD H s ??? .  . C  g . ,  g: GG
w xgg G
s G = H rD H .  .
xC g C g l H .  .G G
x x( H = H rD .H C  g . ,  g :H< < < <G C g H .GggG
xgG
xg gH
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et la premiere assertion en resulte, en sommant sur g x g H. Pour laÁ Â
seconde, le calcul est analogue, la somme ne portant que sur des elementsÂ Â
p-reguliers. De meme, pour la troisiemeÂ Ã Á
s ( G = H rD H .  .G G
< <ss y y1 t ( G = H rD H s ??? .  .  . N  s. , sup s GG
  ..sgSd s G rGp
 4inf ss 1
< <s
x xs y G = H rD H ( f y1 H = H rD .  .  .  .H s N  s . , sup sH
  ..sgSd s Gp




x xN s N s ? sup s l H .  .G G
f ss < < < <G N s ? sup s N .G
x xN s sup s ? N s .  .G Hs s ???
< < < <G N s ? sup s H .G
x xN s sup s N s N s .  .  .G H Hs s .
< < < < < < < <G N s l sup s N s ? sup s H G H .  .G G
Une sommation sur s x donne alors la seconde assertion du lemme. Il en
resulte queÂ
Alp ( G = H rD H s G = H rD H ( Alp . .  .  .  .G G H H
Or pour tout H-ensemble X, j'ai
IndG X s G = H rD H ( X . .  .H H
Donc
Alp ( IndG X s IndG Alp ( X . .G G H H H H
Dans ces conditions, le ``foncteur de Mackey virtuel'' FP (Alp est telR G
que
ResG FP (Alp X .  . .H R G
s FP (Alp IndG X s FP Alp ( IndG X s ??? .  .  .R G H R G G H
s FP IndG Alp ( X s ResG FP Alp ( X .  . .  .R H H H H R H H
s ResG FP (Alp X . . .H R H
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Donc
ResG FP (Alp s ResG FP (Alp s FP (Alp .  .H R G H R H R H
et la valeur en H de FP (Alp , egale a la valeur en H de sa restriction aÂ Á ÁR G
H, est donc difference de modules libres sur R, et de rang virtuelÂ
< <srang FP (Alp H s y y1 l N s . .  .  .  . .R R G G
  ..sgSd s H rHp
 4inf ss 1
 .Conjecturalement, ce rang vaut f H pour tout sous-groupe de G.0
Le lemme precedent prouve aussi queÂ Â
ResG FP ( cX y Alp . .H R G G
s ResG FP ( cX y Alp s FP ( cX y Alp . .  . .H R H H R H H
X X  .De plus, j'ai c y Alp s c ( t y s , etG G G G G, 14 G
< <st y s s y y1 t .G , 14 G N  s. , sup sG
  ..sgSd s G rGp
  ..ou Sd s G designe l'ensemble des suites croissantes de p-sous-groupesÁ Âp
 Xnon triviaux de G. Ainsi tout foncteur de Mackey de la forme M( c yG
. XAlp est combinaison lineaire de foncteurs de la forme M ( t .ÂG N  s., sup sG
 .D'apres les formules d'identification, si A s G = G rL, alors le fonc-Á
X  .  .  .teur M ( A est un foncteur induit de p L a G. Ici, j'ai p L s N s ?Á2 2 s G
sup s, pour une suite s de p-sous-groupes non-triviaux. En particulier
  ..  4 XO p L / 1 , et le foncteur M ( t est un foncteur induit dep 2 s N  s., sup sG
   ...  X .N O p L a G. Le foncteur M( c y Alp est donc projectif parÁG p 2 s G G
rapport aux sous-groupes p-locaux de G.
 X . GLe foncteur M s FP ( c y Alp est donc tel que Res M est projec-R G G H
tif par rapport aux sous-groupes p-locaux de H, pour tout sous-groupe H
de G. Le rang sur R de son evaluation en G est egal aÂ Â Á
< <sy y1 l N s .  . . G
  ..sgSd s G rGp
<  X . <  . < <Il est aussi egal a G _ c y Alp rG s l G y G _ Alp rG , et laÂ Á G G G
 .conjecture d'Alperin equivaut au fait que ce rang soit egal a l G yÂ Â Á
 .  .f G s np G . J'ai donc0
 X .PROPOSITION 12. Le foncteur de Mackey ¨irtuel M s FP ( c y AlpR G G
est tel que
1. Si H est un sous-groupe de G, alors ResG M est projectif par rapportH
aux sous-groupes p-locaux de H.
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 .2. Si H est un sous-groupe de G, le rang sur R de M H est egal aÂ Á
< <s< <l H y H _ Alp rH s y y1 l N s . .  .  . .H H
  ..sgSd s H rHp
4.4. p-sous-groupes et residu de SteinbergÂ
4.4.1. Autres expressions de sG
Notation. Si p un nombre premier, et G est un groupe fini, je note
 .R G l'ensemble des suites s de p-sous-groupes de G qui sont stricte-p
 .  .ment croissantes, et telles que sup s : N s . Je note egalement a GÂG p
 .l'ensemble des p-sous-groupes abeliens elementaires triviaux ou nonÂ Â Â
de G.
LEMME 18. A¨ec ces notations,
< <ss s y y1 t .G N  s. , sup sG
  ..sgSd a G rGp
 4inf ss 1
< <ss s y y1 t . .G N  s. , sup sG
 .sgR G rGp
 4inf ss 1
En effet, en regroupant dans la definition de s les termes pour lesquelsÂ G
sup s est un p-sous-groupe P donne de G, il vientÂ
< <ss s y y1 t . . G N  s. , PG
 .   ..  .Pgs G rG sgSd s G rN Pp p G
 4inf ss 1
sup ssP
  ..  .Soit alors f l'application de b N P dans G G definie parÂP G
f N P rK s t . . .P G K , P
Alors
< <sy y1 t s f m P .  . . N  s. , P PG
  ..  .sgSd s G rN Pp G
 4inf ss 1
sup ssP
 .  .ou m P designe l'invariant de Mobius de P dans l'ensemble s G , i.e.,Á Â È p
x 4 w  .l'invariant de Lefschetz de 1 , P . Cet ensemble est N P -contractile siG
 .P n'est pas abelien elementaire, par les contractions Q ¬ Q ? F P ¬Â Â Â
 .  .  .F P . Donc m P s 0 si P f a G , et la premiere assertion du lemme enÁp
resulte.Â
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Pour demontrer la seconde, je pose provisoirementÂ
< <sXs s y y1 t .G N  s. , sup sG
 .sgR G rGp
 4inf ss 1
X  .et je regroupe dans s les suites s g R G pour lesquelles sup s est unG p
p-sous-groupe P donne de G. Il vientÂ
< <ss s y y1 t . . G N  s. , PG
P .Pgs G rG   . .  .sgSd s G rN Pp p G
 4inf ss 1
sup ssP
J'observe alors que
< <sy y1 t . N  s. , PG
P  . .  .sgSd s G rN Pp G
 4inf ss 1
sup ssP
x 4 w Pest l'image par f de l'invariant de Lefschetz de 1 , P , et ce dernier estP
 .  .nul pour la meme raison que precedemment si P f a G . Et si P g a G ,Ã Â Â p p
x 4 w P x 4 w Xalors 1 , P s 1 , P , et s est egal au second membre de la premiereÂ ÁG
assertion du lemme, donc a s .Á G
4.4.2. Autre expression de EGP
 .  .Si P est un p-sous-groupe de G, soit N P s N P rP, etG G
u s N P = G r nP , n N n g N P 4 .  .  . .P G G
Uu s G = N P r n , nP N n g N P . 4 .  .  . .P G G
G  .Soit E l'idempotent de G G associe au groupe P et a la familleÂ ÁP
 .F s s G , a savoirÁp
< <sGE s y y1 t . .P N  s. , sup sG
  ..  .sgSd s G rN Pp G
inf ssP
Par un calcul analogue a celui de la section precedente, je peux regrouperÁ Â Â
les suites pour lesquelles sup s est un p-sous-groupe Q donne, contenantÂ
P. Il vient
< <sGE s y y1 t . . P N  s. , QG
 .  .   ..  .Qgs G rN P sgSd s G rN P , Qp G p G
Q=P inf ssP
sup ssQ
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  ..  .Soit alors f l'application de b N P, Q dans G G definie parÂP , Q G
f N P , Q rK s t . . .P , Q G K , Q
Alors
< <sy y1 t s f m P , Q .  . . N  s. , Q P , QG
  ..  .sgSd s G rN P , Qp G
inf ssP
sup ssQ
 . x wou m P, Q est l'invariant de Lefschetz de P, Q . Cet ensemble estÁ
 .  .  .N P, Q -contractile si P W F Q , par les contractions R ¬ R ? F Q ¬G
 .P ? F Q .
 . x w x wQEt si F Q : P, alors PeQ, et de plus P, Q s P, Q . Ces considera-Â}
tions montrent finalement que
< <sGE s y y1 t . .P N  s. , sup sG
 .  .sgR G rN Pp G
inf ssP
J 'obser¨ e alors qu'en notant s la suite des quotients par P des termes de s, j'ai
Ut s u ( t ( uN  s. , sup s P N P . N  s. , sup s N P . PG G G G
et il en resulte queÂ
G UE s u ( s ( u .P P N P . N P . N P . PG G G
4.4.3. Residus de SteinbergÂ
Je suppose ici que la famille P contient la famille des p-groupes finis.
 .Si M est un objet de F P, P , et G un groupe fini, j'appelle residu deÂR
 .  .Steinberg de M en G, et je note SM G , le R-module image de M s ,G
i.e.,
SM G s M s M G s s ( M G . .  .  .  . .G G G
 .Comme u est un morphisme de G dans N P , j'ai une application a deP G
 .   ..M G dans SM N P , definie parÂ[ GP g s G.r Gp
a m s M s ( u m . .  . .[ N P . N P . PG G
P
  ..  .J'ai de meme une application b de SM N P dans M GÃ [ GP g s G.r Gp
definie parÂ
Ub m s M u m pour m g SM N P . .  .  .  . .P P P P G
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Alors a et b sont des bijections inverses l'une de l'autre: en effet, si
 .m g M G , alors
ba m s b M s ( u m .  . .[ N P . N P . P /G G
P
Us M u ( s ( u m s ??? . . P G N P . N P . PG G
P mod G
s M EG m s m. . P /
P mod G
  ..De meme, si m g SM N Q , alorsÃ Q G
Uab m s M s ( u M u m s ??? .  .  . .[Q N P . N P . P P QG G
P mod G
Us M s ( u ( u ( s m . . .[ N P . N P . P G Q N Q. N Q. QG G G G
P
Le calcul donne
Uu ( u s N P = N Q rL .  . .P G Q G G x
 .  .xgN P _GrN QG G
x  .P :N QG
ou j'ai poseÁ Â
L s nP , nxQ N n g N P , xQ . 4 .  .x G
 . x   ..  4Alors k L s P ? QrQ est un p-groupe, et si O k L s 1 , alors2 x p 2 x
P x : Q. Donc si P x ­ Q, alors le produit
N P = N Q rL ( s .  . .G G x N Q. N Q.G G
x  . x  4est nul. Mais si P : Q, alors k L s QrP n'est egal a 1 que siÂ Á1 x
xQ s P. Finalement, le produit
Us ( u ( u ( sN P . N P . P G Q N Q. N Q.G G G G
est nul si P n'est pas conjugue de Q. Et si P s Q,Â
Us ( u ( u ( sN Q. N Q. Q G Q N Q. N Q.G G G G
s s ( N Q = N Q rL ( s . .  . .N Q. N Q. G G 1 N Q. N Q.G G G G
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  .  ..   ..Mais N Q = N Q rL est l'element neutre de G N Q , doncÂ ÂG G 1 G
U 2s ( u ( u ( s s s s sN Q. N Q. Q G Q N Q. N Q. N Q. N Q.G G G G G G
 . .  .et comme M s m s m , j'ai bien ab m s m . D'ouÁN Q. Q Q Q QG
PROPOSITION 13. Si P contient les p-groupes finis, et si M est un objet de
 .F P, P , alors pour tout groupe GR
M G f SM N P . .  . .[ G
 .Pgs G rGp
EXEMPLE. Si P est la famille des p-groupes finis, et si S est unH , V
 .objet simple de F P, P , alors j'ai vu queR
S G f Tr NGK , P .r K V .  .[H , V 1
 .K , P mod G
 .la somme portant sur les couples de sous-groupes K, P de G tels que P
soit un p-sous-groupe normal de K, et tels que KrP soit isomorphe a H.Á
En sommant d'abord sur P, je vois que
S G f Tr NGK , P .r K V . .  .[ [H , V 1
 .  .Pgs G rG KrP:N P rPp G
KrPfH
 .KrP mod N P PrPG
Comme
N K , P rK f N KrP r KrP .  .  .G N P .r PG
il en resulte que pour tout groupe fini G, j'aiÂ




En particulier, si R est un corps k de caracteristique p, et si V est leÂ
 .module trivial, alors je sais que S G est de dimension 1 sur k pourH , V
 .tout G. Donc SS G est de dimension 1 sur k si H est isomorphe a unÁH , V
p-sous-groupe de Sylow de G, et il est nul sinon.
4.5. Adjonction et modules de Steinberg generalisesÂ Â Â
Soient G et H des groupes, et A un H-ensemble-G. Si M est un
foncteur de Mackey pour le groupe H, alors l'identification effectuee plusÂ
haut permet d'observer que le foncteur qui a M associe M( A admet unÁ
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adjoint a gauche: en effet, les operation d'induction, de restriction, d'infla-Á Â
tion, et de coinflation ont chacune un adjoint a gauche. Je noteraiÁ
 .N ¬ A( N cet adjoint. Si A s G = H rL, alors
 .k L2H p L. y1 G1A( N s Ind i u Res N .p L. p L.r k L. L p L.1 1 1 2
ou i designe l'adjoint de r, et N ¬ N k 2L. le foncteur adjoint du foncteurÁ Â
 .  .  .d'inflation de p L rk L a p L .Á2 2 2
Comme de plus le foncteur qui a M associe M( A est un foncteur exact,Á
il en resulte que le foncteur qui a N associe A( N transforme un foncteurÂ Á
projectif en un foncteur projectif.
Si R est un corps de caracteristique p, alors les foncteurs de MackeyÂ
projectifs indecomposables et projectifs par rapport aux p-sous-groupesÂ
peuvent etre indexes par les modules de p-permutations indecomposables.Ã Â Â
Il est facile de voir d'autre part que si P est la famille des p-groupes finis,
et si A est P-libre- P, alors le foncteur A( M est projectif par rapport aux
p-sous-groupes si M l'est.
 .Dans ces conditions, si pg G designe le sous-anneau de l'anneau deÂ
 .Green engendre par les modules de p-permutations, je vois que pg GÂ
 .devient un objet de F P, P : Si N est un module de p-permutationsR
pour le groupe G, et si A est un H-ensemble-G qui est P-libre- P, alors il
existe un unique foncteur de Mackey L pour G qui soit projectif,N
 4projectif par rapport aux p-sous-groupes, et dont la valeur en 1 est N.
Alors le foncteur A( L est projectif, projectif par rapport aux p-sous-N
 4groupes de H, et sa valeur en 1 est par definition le module A( N.Â G
C'est un H-module de p-permutations.
 .Dans la cas ou A est isomorphe a H = G rL, alors il est possible deÁ Á
montrer que
HA( N f Ind N k L .G p L. 21
w xou, lorsque P est un p-sous-groupe de G, le module N P est defini parÁ Â
w x P P QN P s N Tr N . Q
Q;P
Ces remarques permettent de retrouver les modules de Steinberg
w xgeneralises des modules de p-permutations definis dans BO1 : Le moduleÂ Â Â Â
 .de Steinberg St G, N n'est autre que s ( N. De meme, le residu deÃ ÂG
 .  .Steinberg du foncteur pg est tel que Spg G est le sous-module de pg G
engendre par les modules projectifs.Â
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